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书书书

译者序

本书的中译本曾以 !通俗数学"为名于
!"##

年由北京科技出版社

出版#当时是根据日本遠山啓所著 !数学入门"的上册第
$%

次印刷和

下册第
&#

次印刷的版本翻译的#

&'

多年来$该书以内容适当%通俗易

懂的特色而深受读者欢迎$历久不衰#

根据广大读者的需要$这次是由人民邮电出版社得到日本岩波书店

的授权$根据原书的第
(%

次印刷 &上册'和第
))

次印刷 &下册'的版

本翻译#应约参加这次翻译工作的是(吕砚山 &前言%后记%第
&

!

%

章以及第
!!

!

!*

章'%马杰 &第
!

$

(

$

#

章'%莫德举 &第
)

$

"

$

!'

章'#全书最后由吕砚山审阅#

这是一本十分生动有趣的数学读物#它以新颖的形式$系统而全面

地介绍了数学基本知识#内容从数的产生开始$讲到微分方程为止$既

包含了算术%代数%三角%几何等初等数学的内容$又包含了微分%积

分%微分方程等高等数学的内容#作者认为$书中选取的这些知识乃是

新世纪人们顺应社会发展%从事各种活动所必须了解或掌握的知识#

能够将如此丰富而全面的内容$巧妙地加以编排$由浅入深地介绍

在这样一本篇幅不大的著作中$反映出作者在取材上贯彻了少而精的精

神#无疑$这样处理是切合时宜%极受广大读者尤其是初学者欢迎的#

本书的一个显著特点是$在讲述方法上力求脱开专用术语$从日常

逻辑中来引出并介绍数学#作者运用了丰富的社会科学和自然科学方面

的知识$结合日常生活和古今各国脍炙人口的故事$夹叙夹议$妙笔横

生#读来犹如是在读一本有趣的故事集$而没有通常会产生的那种枯燥

抽象之感#读者从中不但受益于数学本身$而且也能学到不少有关物

理%化学%天文%地理乃至音乐%美术等方面的知识#

至于条理分明%图文并茂$更不待言#总之$不论从内容还是从形

式来看$本书读者对象可谓老少皆宜#因此$它在日本深受欢迎$自

!"%"

年出版面世迄今已印刷六七十次就是一个证明#我们期望$本书
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译者序

中译本能够继续为我国读者学习和掌握数学知识提供有益的帮助#

最后需要说明的是$前面所说的本书中译本 !通俗数学"是由吕砚

山%李诵雪%马杰%莫德举四人共同翻译的#其中李诵雪翻译了第
&

$

$

$

*

$

%

$

!$

$

!*

章#依托坚实的基础理论修养$运用流畅的文笔$她

的译文完整准确$通俗易懂$极受读者青睐#遗憾的是$她已于
!"#"

年病逝$没有能参加这次翻译工作$但她所译的这六章译文除个别文字

改动外$仍为本书采用#另外$!通俗数学"的责任编辑杨福成在确定

选题%书稿加工及出版等方面都做了大量工作$为该书面世作出了贡

献$可惜也已病逝#在本书出版之际$我们以怀念的心情向他们深表

敬意#

限于水平$书中谬误欠妥之处难免$敬请读者批评指正#

译
!

者

&'!'

年
)

月于北京化工大学



前
!!

言

从前$数学的应用曾经局限在一些特殊的人们之间#对于多数人来

说$数学仅仅是作为考试及格的必要科目$而在毕业以后则嫌其无用很

快就全忘光了#

可是近来情况有所变化$在各种场合都开始运用数学了#不用说自

然科学或技术方面离不开数学$即使在经济%政治方面也离不开数学#

至于在企业的经营管理%商品的销售上$为了能更有发展$数学的作用

就更大了#对于不爱学数学的人来说$诚然将数学视为世上难学之事

物$但若不学数学$日子也并不会好过#这是对于过去的那种不从事政

治%经济活动的人来说的#至于当今世界将向何处去$虽仍是专家们在

研究的问题$但毫无疑问$人类生活将会逐渐地走向集体化和社会化#

因而$数学的活跃时代也就来到了#

在
&'

世纪后半叶$数学也许会获得从未有过的广泛应用#不过$

这样的时代已经开始了#掌握一定程度的数学知识$是今后在世界上生

存不可缺少的条件#

没有必要要求任何人都具备很高的数学水准#对于
&'

世纪后半叶

在世界上从事各种活动的日本人来说$本人认为可以按 )到微分方程为

止*这样来划线#

确实$如果能把 )到微分方程为止*这样的数学知识变成日本人的

常识$这将是非常理想的#

这就是写这本入门书的基本目的#

对于读者的希望首先是$在学习数学时$应抛弃那种认为必须具备

特殊条件的成见#和其他科学一样$数学也不是某些专人所臆造出来

的$而是如漱石所言$是 )左邻右舍众多的人累积思考而成*的#

在数学中运用的逻辑与日常生活中表现的逻辑并无二致$而是其精

练出的一部分#笛卡儿说过()世上的准则在于最公平的分配#*从数学

角度来考虑$也是除了共同遵守的准则以外$别无其他#因此$为了学
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好数学$无论是谁都要具备的共识就是必须有毅力#毅力之所以重要$

是因为数学学识是靠循序渐近%逐步累积得来的$不可能一蹴而就#无

论如何$事先要下定一步一步迈进的决心#

因此$本书脱开众所周知的那些术语的圈子$力求从日常的逻辑中

引出数学的道理#

为此$也将过去曾用过的一些专门术语改变成容易学的日常用语$

如将分数的约分当作 )折叠*来处理就是一例#由此看来$也许这是一

本很有人情味的 )数学入门*书#

远山启
!

!"%"

年
!'

月
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!"!

!

从未开化到文明

有一位数学家接受手术!在开始手术前"外科医生让这位数学家闻

麻醉药"并且叫他数
!

"

"

"

#

"#!这位数学家要是在平时"别说是
!

"

"

"

#

"#"就是极大或是极小的数也都能随心所欲地数出来"可是他却

抵抗不住麻醉药"数
!

"

"

还可以"数到
#

就人事不知了!一滴氯仿就

把数学家带回到只能数到
#

的未开化人的状态去了!

用一滴麻醉药"就能把数学家带回到未开化人的世界去"但是反过

来"从未开化人变成数学家的道路可就漫长而又遥远了!不仅仅是漫

长"那还是一条极其曲折的道路呢!为了看清数学这门学问的本来面

目"我们有必要回到起始点"在这条曲折的道路上再走一遍!

精神病医生为了试验病人的神智是否清楚"好像就是让病人数数

的!据说从前在泰国的法庭上也是让证人数到
!$

"如果数不上来"就没

有资格作为一名证人!但如果根据这件事就想说 $数学是智能的检验标

准%的话"一定会有许多人瞪着眼反对!这是因为在这个世界上有许多

人讨厌数学!

与喜欢数学的柏拉图不一样"讨厌数学的索克拉提斯说& $在数学

家当中"没有人能够作认真的推论!%另外"还有很多人公然说数学这

种东西是有害无益的!

可是"喜欢'讨厌姑且不说"既然生活在现代"没有数这个东西就

不能生活下去!其实只要想一下在每天的报纸上出现多少数字就明白

了!所以"即使是讨厌数学'对计算觉得棘手的人"实际上也是懂得相

当多的数学'很会应用数学的人!站在未开化人当中"就是第一流的数

学家了!

即使说数学不行或者讨厌数学"也并不意味着这个人的智能或人品
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不好!可是要在现代社会生活下去"不用说"会有很多不便之处!一看

见数字就头痛的人"跟一坐车就晕车的人是一样的吧!

!"#

!

数的黎明

从前(((距现在大约
%$

万年"在现在北京郊外周口店的洞穴里"

居住着人类的祖先北京猿人!从他们遗留下来的石器和动物的骨骼"可

以大致知道他们从事什么样的劳动"吃什么样的食物!但是要推测他们

懂什么数学就非常困难了!为什么呢) 因为数这个东西是无形的"没有

一种直接了解的线索!

但这并不是说就没有一种间接的线索"去了解人类在太古时期如何

建立数字或图形的知识!这线索就是考察在文明进步中遗留下来的未开

化人的数学"另外就是观察在幼儿当中"数的概念是怎样建立的!

首先产生的问题是"除了人类以外是否真有动物了解数) 就像经济

学家亚当*斯密说的那样& $数是人类在精神上制造出来的最抽象的概

念!%确实"即使像
!

"

"

这样最简单的数"要是和其他语言相比较"也

是很抽象的"除了人之外"其他动物好像还没有知道数的!

然而有人认为鸟知道数!例如"杜鹃悄悄把自己的蛋产到黄莺的巢

里"让黄莺替它孵蛋"它会把和自己的蛋数相同的黄莺蛋去掉!从这个

事实来看"人们自然会产生这样的疑问&鸟不是会数数吗) 德国的动物

学家奥*凯拉作了鸟能数到什么程度的试验!但是以往这种试验"由于

准备不充分"结果难以信赖!从前也曾有过这样奇怪的事情(((马戏团

的马因为会计算而闻名"可仔细研究一下就知道"是马的主人在不知不

觉中送出一个什么信号"然后敏感的马回应了这个信号!

凯拉为了防止一些杂音混进来"小鸟放到一个院子里"让小鸟和实

验者彼此都看不见"小鸟的动作用照相机自动拍下来!

实验对象就是乌鸦和鹦鹉!在鸟的前面放五个箱子 +见图
!&!

,"箱

子盖上画着标记点"分别是
"

"

#

"

'

"

%

"

(

!箱子前面也放着画有标记

点的盖子!预先让鸟作挑出与盖子上标记点相同的箱子的练习!经过充

分练习之后"再让鸟作挑出同样数目的试验时"鸟能够出色地取得成

功!而且即使把五个箱子的排列方法作各种变化或改变标记点的画法"
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!!!!

也不会失败!

图
!

!&!

上面的试验是让鸟同时认标记点的个数!接着又作了按时间顺序数

数的试验"先让乌鸦作这个练习"就是从许多食饵中按特定的数"例如

取
%

个食饵来吃!取食的时候"摆好几个内部装有食饵的小箱"而顺序

放入这些小箱里的食饵的数量是
!

"

"

"

!

"

$

"

!

"#!这个试验就是把

箱子打开"让鸟只吃
%

个食饵!当吃的食饵少于
%

个时"就必定让乌鸦

回笼子去!

这样一来"就会有惊人的事情发生!当鸟吃完装有一个食饵的第
!

箱以后"它就点一下头 +见图
!&"

,"吃完装有两个食饵的第
"

箱以后就

点两下头"第
#

箱吃完点一下头"对空着的第
'

箱就不闻不问地跳过

去"到吃完第
%

箱之后又点一下头"然后"据说脸上好像是 $我吃完

了%的样子"对第
(

箱不予理睬就离开了!

图
!

!&"

点头的次数就是箱子里的食饵数"也许这是乌鸦预先记住食饵的数

目"知道是不是够数吧!从这样的试验来看"会数数的不仅是人呢!我

们人类的优越感就只好化为乌有了!

但是只凭这一点就断定鸟类知道数似乎还早了一些!为什么呢) 这

是因为要说知道数"必须有几个条件!我们看看这些条件吧!
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!"$

!

一一对应

英国的数理哲学家巴特兰多*拉赛尔说&$要觉察到两天的
"

和两只

雉鸡的
"

是同样的
"

"需要有无限长的岁月!%确实像拉赛尔说的那样"

"

这个数对于两个鸡蛋'两条狗'两个人'两只鸟'两本书都是共同的"

所以即使把两个鸡蛋换成两棵树"

"

还是有没有变化 +见图
!&#

,!

图
!

!&#

像这样把一个一个的鸡蛋和一棵一棵的树联

系起来就叫做一一对应!但即使一一对应起来"

"

还是不变的!我们利用一一对应而数不变的这件

事"就想出一种用容易数的东西来替换不容易数

的东西!据说丰臣秀吉为了数山上的树木"就在

每棵树上系一根绳头儿"然后再数这些绳头儿!

这就是把树的集合以一一对应的方法转换为绳头

儿的集合"然后再数!另外"根据一位旅行家的

手记"说在马达加斯加岛"为了数有多少士兵"

让每一名士兵走过队长面前时"投下一粒石子"然后数那堆石子!这也

是因为士兵的集合与小石子的集合是一一对应的!寿司店在顾客每吃一

个寿司饭团时"就在柜台上粘一个饭粒"以此来数吃过的寿司饭团数"

这也是利用了一一对应而数不变的原则!

可是杜鹃知道这件事吗) 它即使能找到与自己的蛋数相同的黄莺的

蛋"那也是因为这两种蛋很相像吧!它似乎不会想到
#

个蛋与
#

棵树是

同样的
#

!

不仅是鸟"很小的孩子好像也不知道这事!瑞士的心理学家皮亚杰

做了以下的实验!把几个花瓶和一些花给一个
%

岁零
)

个月的孩子"让

他在每一个花瓶里插一枝花!接着再把花拢在一起"问他是花多还是花

瓶多"孩子回答说是花瓶多"因为把花拢在一起"能看见的少了

+见图
!&'

,!把花一枝一枝地插在花瓶里就是一一对应的事"可是这个

孩子却想不到花瓶与花的数目是相等的!我们必须认为这个孩子对于一

一对应而数不变的事还不明白!如果人在孩提时代还不懂数是一一对应
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&

!!!!

而不变的话"那么鸟或者蜜蜂就更不懂了吧!

图
!

!&'

!"%

!

分割而不变

和把蛋换成完全不相同的树枝不一样"我们知道 $把某个集合分成

两个部分或更多时"其总数仍不变%"这是知道数的第二个条件!这是

因为把装在一个容器里的玻璃球移到形状不同的另一个容器中时"其数

目是不变的!

即使再分到两个容器里"总数还是不变的!这也是皮亚杰的实验"

四五岁左右的孩子好像不明白虽然分割而数不变的原则!让五岁半的孩

子把一个容器里装的玻璃球分装到两个容器时"孩子说玻璃球比原来多

了!这大概是因为孩子被两个容器迷惑了!

据说"开始知道不论分割还是合并"玻璃球的总数是不变的这件

事"是在孩子
(

岁到
*

岁左右!

第三个条件是 $即使改变计数的顺序"数也不变%!

盘子里放着玻璃球"不论以什么顺序来数"答案都是一样的!

*

个人

的家庭"按年龄顺序从祖父'父'母##数起是
*

个人"从最小的孩子

开始数也是
*

个人!也就是说"不论怎样改变计数顺序"数是相同的!

据说很小的孩子也不知道这一点!把两种东西的集合按照某种顺序

一一对应时"要是把其中一种集合的顺序打乱"孩子就会奇怪为什么数

还是一样的!

下面这种抽签方法就是利用了这一事实!这个抽签是给
+

"

,

"

-

"
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.

四个人标上
!

"

"

"

#

"

'

号!首先在
+

"

,

"

-

"

.

与
!

"

"

"

#

"

'

之间

图
!

!&%

各连 一 条 直 线!在 直 线 之 间 随 意 画 上 一 些 横 线

+见图
!&%

,!预先规定好"碰到横线和竖线的交点就必

须向下或向左右拐弯!

+

和
,

之间画一条横线就改变了

+

和
,

的顺序!横线虽然起到交换两个文字的作用"可

是文字的总数绝不会变"所以用不着担心从
+

出发的

人没有地方可去!

'

这个数不会因顺序的交替而变化!

当然这不仅是
'

"

!$$

也好"

!$$$

也好"都是同样的!

这样用一一对应来替换'分割或改变顺序而不变的东西就是数!

!"&

!

数的语言

假设搞清楚了数的一一对应"就能知道分割'改变顺序时数是不变

的"就是知道了数"也就没有必要另外去了解数的语言了!即便能说出

一个大数"也就是掌握了数词"也未必能说明一个民族的数的思想就很

发达!通古岛居民掌握了
!$

万以内的数词"但文明程度却极为低下"

他们还不知道数的一一对应"也不知道分割或改变顺序时数是不变的!

幼儿也能够机械地数到
!$$

或数到
!$$$

"但仅仅这些还不能说是很清楚

地具备了数的思想!

但是"以上这些实属例外!一般来说"文明程度低下的种族掌握的

数词也都是很小的数!

一个极端的例子就是南美玻利维亚的契基特族"他们只知道相当于

!

的数词叫 $埃塔玛%!当然"即使是契基特族的 $埃塔玛%"也可以运

用到一个人'一支枪或一条狗!与不会语言的动物来比"已经是天壤之

别了!

还有"在亚马孙河流域的洋柯族也是把
"

这样一个数词说成是 $波

埃塔拉林科阿洛阿库%"这是由于使用
"

这个数的机会不多"所以流传

下来这么长的数词!如果经常使用
"

"就一定会用个更为简单的数词!
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即使是未开化人"像契基特族或洋柯族那样也是极少见的"要是生

活水平稍微提高一点"就会掌握更多的数词!

例如"英属新几内亚的比由基莱族就掌握了以下的数词&

!

(((塔兰杰萨
!!!!!

(

(((格本

"

(((米塔*基那
!

*

(((托兰库金贝

#

(((格基米塔
!

)

(((佰达依

'

(((托潘
!

/

(((恩格玛

%

(((曼达
!

!$

(((达拉

据说这些都是身体各部分的名称!把数和身体各部分联系起来进行计

数"用这种方法可以数到几百"可是要记住它们决不是件容易事"那就

得过度使用记忆力了!

面对这种困难"人们就想到不是一个一个地给数命名"而是把一定

的数归纳成一束来命名的方法!最初出现的好像是每两个数归成一束"

这就是二进制的萌芽"它的原产地却是人们称之为最落后的未开化状态

的澳大利亚大陆!

研究一下澳大利亚波特玛凯地方的方言"就是

!

(((瓦尔布尔

"

(((布莱拉

#

(((布莱拉*瓦尔布尔

把
#

说成是布莱拉*瓦尔布尔 +

"0!

,"所以我们可以知道这就是

把
"

归成一束!维因梅拉地方的数词更先进一些"那是

!

(((凯亚布

"

(((波立特

#

(((波立特*凯亚布 +

"0!

,

'

(((波立特*波立特 +

"0"

,

这些例子确实都包含着 $逢
"

归
!

%的非凡的想法!但这是有意识

地做的呢"还是因为想节约数词而歪打正着的呢"就不得而知了!当然

节约是数学的重要想法之一"这是事实!
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若把 $归束计数%的想法作为数学史的起点"二进制也仍然是最幼

稚的数词"除澳大利亚之外是极少见的!当然"现代的文明国家里也没

有一个国家使用二进制!

但是"如果有人不屑地认为二进制是完全不足取的计算法"那就有

点过早地下结论了"这是因为最新式的电子计算机都在使用二进制!即

使是用十几个小时就能把圆周率
#1!'!%/

#的值计算到
"$$$

位数的大

型电子计算机"也是把十进制的数字翻译成二进制之后再计算的!

二进制在历史上的各个时期曾经多次出现过!中国古代的 -易经.

也是基于阴阳两种东西的对立"自然也与二进制有关系!

此外"在发掘古代印度河流域的繁荣都市时"据说从宝石商店的遗

址和类似的地方发现了以
!

"

"

"

'

"

)

"

!(

"

#"

"

('

为重量比例的砝码!

这些也都清楚地说明了古人曾经使用过二进制!

热心主张二进制的人"就是那位伟大的哲学家'数学家莱布尼茨

+

!('(

(

!*!(

,!

根据二进制"所有的数都可以用
$

"

!

两个数字来写!例如下面这些数

!

(((

!

"

(((

!$

#

(((

!!

'

(((

!$$

%

(((

!$!

#

莱布尼茨似乎注意到这件事!因为他认为
!

象征神"

$

象征虚无"

是神和虚无创造了整个宇宙!他把自己的空想写了下来"送给当时派遣

到中国的杰西特派的传教士"并叫他交给中国的皇帝"劝中国皇帝改信

仰为基督教!

二进制之所以用在电子计算机上"就是基于电流有 $流%与 $不

流%的两种情况!

图
!

!&(

电子计算机的原理很简单"可以说是一个

珠的算盘!但是用不着重新制造一个珠的算

盘"只要利用普通算盘的上珠就可以了"

#)

用

二进制来写就是
!$$!!$

"这一个珠的算盘就是

如图
!&(

所示的样子!
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!

数词的发展
*

!!!!

二进制的加法极其简单&

记住以上四种情况"把它们加以组合"什么样的加法都可以!例如&

进位的计算本来很简单"但在二进制里却是非常之多"这也没有办法!

乘法的 $九九表%也极简单"只不过是

写成表格"就是表
!&!

!

表
!

!+!

$ !

$ $ $

! $ !

全部只有四个!对于懒得记忆的人来说"二

进制是最合适的算法了!

$

"$

门%的原理!就是二进制的一个例子!

这个游戏就是重复
"$

次 $是%和 $不是%来猜

中一件事!如果把 $是%作为
!

"$不是%作为
$

"就可以翻译成二进制

的语言!要用二进制来猜对
"$

位数"只要把是
$

还是
!

的问题重复
"$

次就可以!所以 $

"$

门%在数学上是和猜中
"$

位的数一样!开始时有

一个还不知道的
"$

位数!对于每一问"就可以知道一位数字"是
$

还

是
!

+见图
!&*

,!

图
!

!&*

!

一种游戏名!(((译者注
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这样做下去"就可以区别出全部
"

"$

"也就是
"$

个
"

相乘的数!

"

"$

2"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3"3

"3"2!$')%*(

总之是
!$$

万以上!我们就可以知道有时出乎意料地猜中 $

"$

门%

也并不是很难!

!"(

!

手指计数器

二进制是人类发现手指是出色的计算器之前的产物"在这个大发现

之前人类也许做过各种试验!例如"还有迹象表明出现过以三个为一束

来计数的三进制!在澳大利亚的一种方言当中有以下数词&

!

(((卡尔布恩

"

(((沃姆布拉

#

(((库洛穆恩达

'

(((库洛穆恩达*卡尔布恩 +

#0!

,

这可以说是三进制的萌芽了!

四进制在英属哥伦比亚的居民当中似乎比较多"说这是根据去掉拇

指剩下的手指数来的!若是那样的话"也许就是人们开始注意到手指的

证据!此外也有报告说"在爪哇的山地居住的巽他族中还保留有六

进制!

然而在进行了各种尝试之后"人们好不容易找到的仍然是手指和脚

趾!使用能够自由屈伸的手指制造工具"这就使人和猴子进化成截然不

同的结果!与此相同"在数学的发展上"手指也起了重要的作用!在五

进制的基础上还产生了十进制和二十进制!

如果把澳洲大陆作为二进制的世界"那么非洲大陆就可以说是五进

制的世界!例如"非洲的一个种族使用以下的数词&

!

(((布尔
!!!!

(

(((曼*布尔 +

%0!

,

"

(((琴
*

(((曼*琴 +

%0"

,

#

(((拉
)

(((曼*拉 +

%0#

,

'

(((休尔
/

(((曼*休尔 +

%0'

,

%

(((曼
!$

(((沃恩
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从这个表可以看出数词是以
%

+曼,为基础组合成的!

如果一只手表示
%

"两只手表示
!$

"双手双脚就可以表示
"$

"这样

就产生了十进制和二十进制!

据说在南美奥里诺科河附近居住的玛依布鲁民族使用以下意义的数词&

%

(((单手 巴比塔埃里*卡比契

!$

(((双手 阿巴努美里*卡比契

"$

(((

!

人 巴比塔*卡莫奈埃

'$

(((

"

人 阿巴努美*卡莫奈埃

($

(((

#

人 阿培契帕*卡莫奈埃

因为双手双脚加起来是
"$

"可以用来计数一个人!把
"$

说成一人好像

是在未开化人当中广泛使用的!

在美拉尼西亚的梅莱种族的地方"有位传教士曾经翻译过圣经!在

翻译到约翰传第
%

章时有这样的句子&

$这里有个病了
#)

年的人"耶稣看见他在躺着"知道他已经这样过

了很久"就对他说##%

据说他在翻译
#)

这个数词时"必须用 $一人 +

"$

,加两手 +

!$

,

加
%

加
#

%来表示!因为
#)

确实是等于
"$0!$0%0#

!可是不管怎么

说"把手指当作永远带在身上的计数器来利用"是数的发展史上一个重

要的阶段!

就像除了
!

日元'

!$

日元'

!$$

日元以外"还有
%

日元'

%$

日元'

%$$

日元的货币一样"所有使用十进制的国家也往往都以
%

作为辅助单

位!在罗马数字中"

!

表示
%

"

"

表示
%$

"

#

表示
%$$

!在但丁的 -神

曲.中"有一句是 $到那时"神派遣的一个五百加十加五"一定会把那

个盗贼和与它一起犯罪的巨人都杀死%!就这么读的话"谁也不懂是什

么意思!然而五百是
#

"十是
$

"五是
!

"所以是
#$!

!据说这是拉丁

语 $首领%的意思!这也是罗马数字中五进制的痕迹!

!")

!

金
!

字
!

塔

!*/)

年初夏"拿破仑率领军队远征埃及!在金字塔下"即将作战的

时候"他向士兵们喊出了一句很得意的话&
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!诸位"

'$$$

年保佑着你们#$

在战斗的间隙"部下的将军们登上了著名的金字塔"拿破仑没有上

去"却在下面忙着计算什么!据说拿破仑这个人很喜欢计算"在打仗的

时候也使用数学!在力学上把物体的质量与速度相乘叫做动量"他就仿

照这个例子"把部队的人数和移动速度相乘的结果作为部队的动量来计

算!骑兵部队的人数虽然少"可是移动速度快"所以动量也就大!

且说那些将军们从金字塔上下来时"拿破仑就把刚才计算的结果说

给他们听!

他说把三座金字塔 +见图
!&)

,的石头全部合起来"可以筑成高
(

米'厚
#$

厘米围绕全法国的石墙!拿破仑的计算是否准确姑且不说"

仅仅听这句话我们也可以估量出金字塔是怎样一个庞然大物了!

图
!

!&)

为了建造这些金字塔"花费了多少人力和血汗"实在是难以想象!

然而金字塔的惊人之处"不仅是它的巨大!当仰望这个高达
!%$

米

的巨大的石山"最初所感到的惊异平静下来之后"紧接着第二个惊异就

会抓住人心"那就是金字塔所具有的精巧!这个巨大的石山不仅是大"

而且还像工艺品那样精巧!

比如说金字塔的底边是正方形"边长的误差在
!

/

!$$$

以下!距今

'$$$

年以前怎么会有这样精巧的建筑物呢) 一想到这里"就知道问题

在于古代埃及的测量术及它的基础(((数学!我们自然会想到制造出这

样精密的建筑是要有高水平的数学知识作保证的!当然"仅凭螺壳的曲

线在微分学里是精密的曲线"就说贝类懂得微分学"这个结论是错误

的!但是人类从事的是有计划的工作"自然可以假定在它的背后有适应

这个工作的科学存在!

在
!/

世纪"香波里昂等开始的埃及研究就明确了这些假定是事实!
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例如"根据英国学者林德所发现的 -莱因德纸草书.上的记载"当时埃

及的数字如图
!&/

来表示!

图
!

!&/

相当于
!$

"

!$$

"

!$$$

#的数字如图
!&!$

!

图
!

!&!$

这样的数字达到了
!$$$

万"说明埃及这个古国一定需要这个庞大

的数字!根据流传下来的记录"在一次战争中"埃及分得了
!"

万俘虏'

'$

万头牛和
!'"1"

万头山羊!这个数字即使多少有些夸张"可是对一个

拥有大量人口'处于高度统治下的古代国家来说"这种程度的数字决不

是难以实现的大数吧!

埃及人使用象形文字来写数字"比如
!#%'%

"这个数字的写法如图

!&!!

所示!

图
!

!&!!

这是从左到右按大小顺序写的"写的顺序反过来也可以!另外"要是

把 和 换位置写也还是
!#%'%

不变 +见图
!&!"

,!也就是与各个数字

的书写顺序 +即定位,没有关系!所以埃及的数字跟定位的原理不一样"

我们今天用的定位法是从与埃及数字不同的巴比伦王国系统产生的!

图
!

!&!"
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!"*

!

二 十 进 制

如果以一个人的手指和脚趾数为基础"就能产生二十进制!这个二

十进制和十进制并列"在今天的欧洲语言"特别是在法语里留下了痕

迹"在法语里现在还有这种说法&

)$

(((

4

56789:;<

=

7>

+

'

个
"$

,

/$

(((

4

56789:;<

=

7?;@

+

'

个
"$

加
!$

,

从前是用以下十进制的数词

)$

(((

AB76<79

/$

(((

<A<6<79

却特意变为使用
"$

+

:;<

=

7

,的二十进制"可以看出法国人相当喜欢二

十进制!雨果的著作里有名为 -

/#

年.的小说"那就是
C56789:;<

=

7

789;D9

+

"$3'0!#2/#

,"这对日本人来说是需要心算一下的问题!确

实"这种二十进制不是面向孩子的算术"所以近来在小学里停止使用

:;<

=

7

"把
4

56789:;<

=

7>

代之以
AB76<79

"把
4

56789:;<

=

7?;@

代之以
<A<&

6<79

"推荐使用这些合理的数词!

但是据说现在在农村有些地方还是像从前那样使用
AB76<79

和
<A<6<79

!

不仅是法语"英语里也保留着
>BA89

+

"$

,这样的数词"也把 $人

生
*$

%说成
EF899>BA896<?79<

+

"$3#0!$2*$

,!林肯在葛底斯堡以

那句名言 $人民的"依靠人民的"为了人民的政府%结尾的演说中"是

以
GA58>BA896<?>9:9<

H

968>6

=

A

这句话开始的"由于
"$3'0*2)*

"

所以意思就是 $

)*

年前%!

可是"法语也好"英语也好"

"$

只是
!$

的辅助"认真完成二十进

制的民族也有"例如阿伊努人就是!阿伊努语的
"$

是
FA7

$一齐%"意

思就是两手 +指,和两脚 +趾,全加在一块儿!

!$

(((

I6<

J

9

"$

(((

FA7

#$

(((

I6<

J

9&9&75&FA7

+

"$3"K!$

,

'$

(((

75&FA7

+

"$3"

,

%$

(((

I6<

J

9&9&89&FA7

+

"$3#K!$

,
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#

别的地方不大有这样用减法的!

除了阿伊努人以外"可别忘了还有一个民族创造了完全的二十进

制"那就是中美洲的玛雅族和墨西哥的阿兹特克族!玛雅族的数字如

图
!%!#

所示!

图
!

!%!#

到了
"$

"就在*的下面画上 "用 来表示!

这时的形状就好像是眼睛"可是下一档不是
"$

而是
!)

" 不是

'$$

而是
#($

!

这似乎和一年的天数有关系"作为
#($

天来说"剩下的
%

天就是祭

日了!

玛雅族使用的是先进的定位方法"可是后来出现的阿兹特克族却从

定位法后退了"他们使用的是如图
!%!'

所示的数字!

图
!

!%!'

"$

是一面旗子"但
"$

这个单位好像还太大"于是把
"$

分成四等

份"把
!$

或
!%

当作辅助单位使用"如图
!%!%

所示!

图
!

!%!%

阿兹特克族的二十进制是很彻底的!他们和玛雅族

一样"一个月是
"$

天"一年是
!)

个月"

"$

个部落聚在

一起形成一个大部落!
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!"!,

!

十 二 进 制

人有
%

个手指"基于这样一个生物学的偶然事实"

%

"

!$

或
"$

就成

为计算方法的基础!旧约圣经里说有一个手脚都有
(

个指头'总共有
"'

个指头的巨人和大卫王打仗的事"如果是这个
(

指巨人创造数词"一定

是十二进制!

实际上也有人不用十进制而改用十二进制!第一个有名的例子"据

说就是瑞典国王查理十二世 +

!()"

(

!*!)

,!他率领军队窜扰北欧!这

个外号叫 $北方的狂人%的好战国王很年轻就死去了"没有能实行十二

进制!这样一个豪强的国王"为什么执意要搞十二进制呢) 其理由还不

太清楚"不仅因为 $十二世%的十二"还一定有更合理的理由!首先想

到的是
!"

的约数很多这一事实!

!$

的约数有
'

个&

!

"

"

"

%

"

!$

!与此

相比较"

!"

的约数是
!

"

"

"

#

"

'

"

(

"

!"

"有
(

个!尤其是
!$

不能用
#

除尽"而
!"

却能用
#

除尽"这就是它的长处!

在学者当中提倡十二进制的人是博物学家布封 +

!*$*

(

!*))

,!十

二进制除了
$

"

/

的数字外"还必须有表示
!$

和
!!

的数字"布封用
L

表示
!$

"用
M

表示
!!

!加上这两个数字就可以用与十进制相同的方法

写出所有的数字!布封的生年
!*$*

可以写成
ML#

"卒年
!*))

就可以写

成
!$%$

!

可是即使有查理十二世的权力和布封的博学"也不能把十二进制强

加在国民头上!这是因为必须改变数词"而这一点很难办到!

话虽这么说"现在欧洲的语言和习惯上仍然保留有十二进制的痕迹!

英国小学的算术教科书里印有
!"3!"2!''

的十二进制的 $九九%表"可

是这对英国的孩子有必要吗) 比如
!"

个是
!

打"

!"

打是
!

罗!在度量衡

上也是以
!"

进位的居多!

!"

英寸是
!

英尺"

!"

便士是
!

先令!英语的数

词也是从
A<9

'

7IA

开始说到
79<

"

!!

不是
79<&A<9

"

!"

不是
79<&7IA

"而是

9N9:9<

和
7I9N:9

!追溯到最古老的词源"

9N9:9<

是从哥特语的
6;<N;O

+余
!

,

来的"

7I9N:9

是从
7I6N;P

+余
"

,来的"也仍然是以十进制为基础"但现

在已经是无法区别"决不能说成
79<&A<9

"

79<&7IA

!

在这一点上日语就合理得多!掌握了合理的数词会多么有利呢) 这



!"!#

!

定位与
(

的祖先
!(

!!!

就不得而知了!总之 $九九%表很好地利用了日语数词的规律性"用欧

洲语言可就非常困难了!

!"!!

!

六 十 进 制

要是
"$

太大的话"

($

就更大了!而以这更大的
($

为基础"把六十

进制付诸实际使用的却是巴比伦王国!

巴比伦王国的六十进制现在在时间和角度的测量上仍然保留着!

($

秒是
!

分"

($

分是
!

小时"在角度上就是
!

度!这对于使用十进制的我

们来说不太方便"可是要改变它与其说是困难的还不如说是不可能的!

如果改变"那现在使用的钟表就全都没用了"刻着角度的机械也全都要

返工改造!这个改革比起实行米制要困难得多!似乎不值得付出牺牲去

实行!无论如何"钟表和分度器上的六十进制会永存下去!

可是六十进制为什么会在巴比伦王国产生呢) 道理还不清楚"有各

种各样的说法"下面一种说法似乎最说得通!巴比伦王国是由许多小的

部落逐渐扩大形成的一个国家!那时有必要把各地方纷杂的度量衡统一

起来!所以有很多约数的
($

就很方便!如十进制的国家和十二进制的

国家一起组成新的国家时"如果用
!$

或
!"

都能除尽的数"也就是以
!$

和
!"

的最小公倍数
($

为基础的话"对两国都合适!

!"!#

!

定位与
,

的祖先

巴比伦王国和埃及是历史上最早的城市国家"在那里文明的发达程

度差不多相同"数学水平也很相近!它们掌握了
!$$

万或
!$$$

万以内

的数词"知道加减乘除的计算方法"还提出了分数的想法!但是也有些

不同点!

埃及在实现完整的十进制方面是先进的!巴比伦王国创立的是混杂

着十进制的六十进制"因此我们得到一份不值得感谢的遗产"这就是时

间与角度的六十进制!即使这么说"巴比伦王国的数学也不是在所有方

面都比埃及差!巴比伦记数法的长处究竟在哪里呢)

像前面说过的那样"埃及人对于
!

"

!$

"

!$$

"

!$$$

"#每一个新的
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单位想出一个新的文字!

可是巴比伦人分别用 " " 来表示
!

"

!$

"

!$$

"

!$$$

意味着
!$

3!$$

"所以写成 !我们可以认为在 与 之间省略了
3

+乘,的

符号!同样" 表示
!$3!$3!$$2!$$$$

" 表示
!$3!$3!$

3!$$2!$$$$$

!这虽然只是数字"但其中隐含着重要的想法!这个想

法就是把尽量少的数字组合在一起来表示尽可能大的数!节约数字的想

法逐渐发展"发明了
$

"诞生出计算用的数字"成了今天人类的共同财

富!就是这些计算用的数字"按照定位的原理"仅用
!$

个数字
$

"

!

"

"

"

#

"

'

"

%

"

(

"

*

"

)

"

/

的排列"就能够表示所有的数!

埃及人为什么不节约数字呢) 原因不太清楚"也许这个原因会出乎

意料地出现在我们身边!埃及人能够在纸莎草纤维制成的草纸上画精巧

的图画!当有必要写出相当于
!$$$

万的数字时"能够轻而易举地画出

这样的图形文字!而巴比伦人却办不到"他们的纸就是黏土"笔就

图
!

!%!(

是在黏土上刻记号的粗陋的刮棒 +见图
!%!(

,"用刮

棒充其量也就是刻出一些楔形沟!所以要像埃及人那

样把
!$$$

写成 等等真是太难了!巴比伦人必须想

办法找窍门"用简单的楔形沟的组合写出
!$$$

"这

样不就产生了 吗) 总而言之"也许是因为他们

用粗陋的刮棒和黏土"使他们不得不节约数字吧!

可是反过来说"这件事对于数学的发展却是幸运的!实际上"从
$

的发明到创造计算用的数字"这一发展的线索不是联系在埃及系统"而

是联系在巴比伦系统的数学上!

如果是使用方便的草纸使埃及的数学停止发展"而不方便的黏土却

给巴比伦数学的发展以很好的刺激"这可以说是历史的讽刺吧!
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#"!

!

多少个和多少

可以说 $这个筐里有多少个苹果%"而不能说 $这个桶里有多少个

水%"对于水只能说多少而不能说多少个!这样"多少个和多少之间就

有了明显的区别!

苹果是一个个分离'独立存在的"像这类东西 +数学上称作集,在

数数目的时候"回答是多少个"这类东西就称作离散量!例如"人群'

鸟群'棍子捆"全都是离散量"因为这些都是一个个相互分离的!在数

离散量时总是说
!

"

"

"

#

"#"称为自然数或正整数!

与数多少个的离散量相比较"像测量水有多少这样的量就称作连续

量!因为桶里的水不是一个个分离的"而是连续变化的!

水无论分到多么细小也是水"是不会变的!还有"当把两个桶里的

水倒在一起"仍然是连续的水"看不到有接缝的地方!

像这样能够自由地分开和结合的东西就称为连续量!然而"离散量

和连续量的区别也并不是绝对的!例如"我们说多少米的布料是连续

量"但若将其缝制成人们所穿的西装"就必须考虑它已成为离散量了!

另外"俄国有一个故事说& $有位老奶奶要给三个孙子分吃两个土豆"

因为不好分割"就把土豆做成了汤"分给三个孙子喝了!%老奶奶是把

离散量的土豆"变成了连续量的土豆汤"从而解决了难题!

在人类靠摘取树木的果实和猎取野兽来维持生活的时候"只数离散

量就足够了"不会产生什么差错!在数树木的果实和野兽这样的离散量

时"就说
!

"

"

"

#

"#自然数就行了!后来随着农业和畜牧业的发展"

集体活动和集体生活的兴盛"就有了考虑连续量的要求了!假定有
!$

个人捕获了
*

只鹿"当需要把
*

只鹿的肉分成相等的
!$

份的时候"或
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者需要用鹿肉去交换其他东西的时候"自然就产生了考虑分割连续量的

问题了!另外"像谷物的量'田地的面积'道路的里程等都是需要知道

的"而这些都是连续量!

#"#

!

用单位测量

离散量要数"连续量要测量!然而"这里所说的测量步骤应如何进

行呢)

两个离散量的大小是可以直接进行比较的!例如"为比较一束花的

花数和花瓶数哪个多"可以在每个花瓶中插一枝花"余下哪一方就可说

哪一方多!然而"作为不可数的连续量就不能这样做了!例如"当比较

两根棍子的长度时"首先最简单的比较方法"就是直接并排起来进行比

较"然后再确定长出来的部分有多长!但是"有些东西不能像这样进行

直接比较!例如奈良大佛的大拇指与镰仓大佛的大拇指是不能如此比较

哪个长的!在这种场合"必须找到一个间接的比较方法!可以选择一根

小棍"看看拇指是它的多少倍"这也是一种比较!如果一方是小棍长的

%

倍"另一方是小棍长的
#

倍"我们就可以断定是比小棍长
%

倍的那个

拇指长!这根小棍就是用来作间接比较的中间一方!因此"这根小棍的

长度就成了长度的单位!

可以说在直接比较不方便的地方"就有了间接比较的需要"又由于

间接比较的需要"而产生了单位!像重量'体积都是如此"尤其是钱更

为明显!当初人类还没有货币时是进行物物交换的"用三个瓜与五个苹

果进行交换"可以说这是一种方法"是价值的直接比较!由于这样的直

接比较太麻烦"就出现了以贝壳和羊皮作中间物进行的间接比较和交

换!此时"贝壳'金属都成了衡量价值的尺度!

由于以贝壳为单位只能在一个部落里通用"而在更大的范围里就不

能通用"因此通用单位的金属货币就应运而生了!

例如对于估价为
!$$

日元的商品"在头脑中就会按每一日元把商品

分成
!$$

等份!还有测量一根绳子是
%$

厘米"就相当于分成
%$

等份!

所以说测量是离不开分割的!
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用单位测量
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!!!

古时候"中国有个很有名的 $曹冲称象%的故事!

称象的方法是先把象拉到船上"在吃水线处作好标记"随后把象牵

下船"再把小石头装上船"使船下沉到有标记的地方!这样可以每次用

秤称少量的石头"按照加法进行计算"从而整个象的重量就称出来了!

这样做能代替分割象"由于用和象的重量相等的小石头代替象"所

以分开称石头"结果就和分割象是一样的!要测量从此地到邮筒的路

长"若无尺时"则可利用步幅来测量 +见图
"%!

,!所谓用步幅测量就

是从路长中扣除每一步的步幅"直到剩下零头为止!如能扣除
!$$

次"

就可回答说是
!$$

步!这样就把本来是连续量的道路长度分割为步幅"

即把连续量变成了离散量!

因此"测量连续量只有建立在数离散量的方法上才有可能!人类的

祖先很早就是从数离散量
!

"

"

"

#

"

'

"#开始计数的"孩子们也是从数

像小石子和玻璃球一类的离散量开始建立数的概念的!测量水'牛奶和

粉之类的连续量"后来也成为可能的了!

图
!

"%!

然而"在把连续量分割成离散量时"产生了一个困难"这就是存在

零头的问题!用
!

米的尺来量金属丝的长度时"恰好量到头大约是不可

能的"在大多数情况下要剩下不够
!

米的零头!若用
!

米来量"量了
'

次后剩下了零头"此时该怎样量下去才好呢) 其方法有二!第一个方法

是制作比
!

米小的单位"再用此单位量剩下的零头!

如果这个单位是
!

米的
!

/

!$

"即
!

分米"若用此单位量了
*

次"那

么零头就有
*

分米"金属丝的全长就是
'

米零
*

分米!如果仅用米来表

示"就是
'

*

!$

米"也可用小数表示为
'1*

米!

量到这里如果还有余下的零头"可进一步用
!

/

!$$

米即
!

厘米来

量"若量得结果为
"

厘米"那么全长就是
'1*"

米!
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如此"每当有余下的部分时"就将尺度再细分
!

/

!$

"这样就成了一

个多位小数"例如
'1*"%#

#米!

照此"将尺细分下去"所出现的数就是小数!然而"还有另一种方

法"那就是在没有尺的时候"使用金属丝一起进行交替细分的方法!

试用
!

米的尺来测量金属丝"结果有
"

米和若干零头"如果要知道

这个零头是
!

米的几分之一"就必须用该零头来分割
!

米的长度"若分

了
#

次"那么零头就是
!

/

#

米"可以说全长就是
"

!

#

米 +见图
"%"

,!

图
!

"%"

如果量了
#

次之后还有零头"可再用零头来分割
!

/

#

米!传说这个

方法是古代希腊的木匠使用过的!注意用这种方法测量时"结果是

分数!

#"$

!

连续量的表示方法

两只狗和三只狗加在一起是几只狗) 孩子们会立刻画出狗来计算

+见图
"%#

,!

图
!

"%#

然而渐渐地"随着画的进展"觉得用这种方法计算不需要画狗的腿

和尾巴"于是就想到只用简单的符号就行了 +见图
"%'

,!

图
!

"%'

进一步懂得了"不仅狗"连苹果'人都能用同样的符号来表示

+见图
"%%

,!
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图
!

"%%

即懂得为了表示离散量"最易画的是
"

"这是最合适不过的了!

但是"用
"

来表示连续量"不论怎样考虑都是不合适的!用#来表

示倒入桶中的三升水也是不合适的"因为水是连续的!

表示连续量必须考虑其他方法"想出这种方法的人就是笛卡儿!他

想出了用直线的长度来表示所有的连续量&

!%%最后必须了解"在连续量的各种量纲中"显然比长度和宽度

更清楚的东西是不存在的%%$

连续量"除了长度以外"还有重量'面积'体积'时间'密度'温

度'款额等"可以说种类很多!这些全部都用长度来表示"不能不说笛

卡儿的想法是非常大胆的 +见图
"%(

,!

图
!

"%(

的确"用长度来表示的话"连续量所具有的重要特性就会鲜明地表

达出来!

首先就是不论多少都能分割"而直线的长度确实不论多少都能分割

+见图
"%*

,!
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图
!

"%*

!!

其次"也能自由地结合到一起 +见图
"%)

,!

图
!

"%)

再次"能够很容易地比较大小 +见图
"%/

,!

图
!

"%/

虽然形状不同的杯子里的水的体积是

不容易比较的"但是如将体积转换成长度"

立刻就可以进行比较!具体地说来"只要

看一下水倒进米制量杯后的变化就会明白!

米制量杯本来就是把体积转换成长度的工具 +见图
"%!$

,!

仔细考虑一下"说量器多半都是把连续量表示成长度的工具"是并

不过分的!

例如"杆秤就是把重量转换成有刻度的长度的工具"钟表就是把时

间转换成表盘的长度 +曲线长度,的机械"还有温度计是把温度这一连

续量转换成了长度"汽车的速度计也是把速度这一连续量变成曲线的长

度 +见图
"%!!

,!

图
!

"%!$ 图
!

"%!!
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如此考虑 $把全部的连续量用长度来表示%这个笛卡儿原则"实际

上就是一项伟大的发现!

这件事在另一方面也明显地体现出在数学上的重要性!

歌德曾对数学家作了如下的描述&

!数学家与法国人有些相似&不论向他说什么"他都要翻译成本身

的语言"并把它当作完全不同的东西来对待&$

的确"数学家把各式各样的量转换成最容易考虑的长度"它就像世

界语一样"具有作为连续量的通用语的作用!

这样"由于笛卡儿把连续量转换为长度"就为坐标图的出现做好了

准备!例如"之所以能把某日某患者的体温画在坐标图上"是因为作为

连续量的时间和温度能用长度来表示的 +见图
"%!"

,!

图
!

"%!"

#"%

!

分数的意义

测量连续量一般总是要剩有零头的"因此其得数就成了分数或小

数"即分数和小数是从连续量抽象出来的!因此"计算时应当时时记住

它是连续量!

尽管前面已给出提示"但是分数的计算仍是相当困难的!在德语中

有句话叫做 $

;<?;9,8QBF9

=

9F9<

%"直译就是 $进入分数%"真正的意思

是说 $道理不明%!之所以这样困难"就是由分数造成的!
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的确在分数中困难之处不少!首先分数的意义难以理解!原来分数

有以下两个意义!

第一个意义"例如
"

#

可以看作是由两个
!

#

合起来的"即

"

#

2

!

#

0

!

#

于是
#

%

就是
#

个
!

%

合起来的&

#

%

2

!

%

0

!

%

0

!

%

正像
!

#

和
!

%

那样"把
!

分为几份的分数"即把分子为
!

的分数叫做

单位分数"第一个意义是认为分数是单位分数的集合!用单位分数作为

基础进行分数计算的是古代埃及人!

图
!

"%!#

在 -莱因德纸草书.中记载着图

"%!#

所示的一件事"把它翻译过来意思

是 $用
!*

除
"

%!如果是在今天"就连小

学生都能立刻得出正确的结果&

"R!*2

!

!*

0

!

!*

2

"

!*

然而当时埃及的数学家费了很大的苦心才发现
"R!*2

!

!"

0

!

%!

0

!

()

"其计算的方法是非常复杂的!因此"解答的方法反而变得更困难

了!这样他们就得着意考虑单位分数"并且无论如何不会离开这种把不

同的单位分数集合成分数的思想方法!阿孟斯也很辛苦地制作并填写了

从
"R#

到
"R!$!

的表!

在今天"我想谁也不需要这样的表了吧0 原因大家都懂得"是基于

这一事实!

"R%2

!

%

0

!

%

"R*2

!

*

0

!

*
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#

从阿孟斯的繁琐的表来推测"说不定他们不了解
"R%2

!

%

0

!

%

"

"R*

2

!

*

0

!

*

这个规则"因为连分子为
"

时都不知道"在
#

以上时就更不

用说了!

#

%

2

!

%

0

!

%

0

!

%

是
#

%

的第一个意思"

#

%

2#R%

则是
#

%

的第二个

意思!

因此"

#R%

可理解为
!

%

0

!

%

0

!

%

!

知道了这一点"就好往下进行了!试将
#

张纸分成五等份!要是把

它们横着排起来分"是难以体现
!

%

0

!

%

0

!

%

之意义的!因此"可将其稍

加整理"使
#

张纸重叠起来再分成五等份!

这样一来"马上就会明白
#

个
!

%

张纸片的道理 +见图
"%!'

,!总

之"

#R%2

!

%

0

!

%

0

!

%

是显而易见的了!

图
!

"%!'

埃及人不了解这一规则"竟白费了力气!这件

事就文化的进步来说给了我们有益的教训!文化的

进步也不是直线前进的"而是走了很多弯路!不仅

如此"甚至走进死胡同长时间出不来的事也是有

的!阿孟斯的单位分数表"的确可以说是一个死

胡同!

#"&

!

折叠和扩展

分数的难度也在于其表示的方法!例如整数的表示方法只有一种"

像
"%(

"除了写作
"%(

之外没有别的写法1小数也一样"

#1!'

除了写作

#1!'

以外也没有别的写法!然而"即使是相同的分数"也有各式各样的
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写法!例如
!

"

可以写作
"

'

"也可写作
#

(

!虽然内容相同"可外表是不

同的&

!

"

2

"

'

2

#

(

2

'

)

2

#

同一个
!

"

之所以能写成许多变化形式"其原因是存在着下述规则&

$分数的分母和分子不论是乘以相同的数"还是除以相同的数"其

分数的大小都是不变的!%

为了理解这个规则"可利用纸片说明!例如
!

张纸的
"

#

就是图
"%!%

中画斜线的部分!在这张纸片上画一道横线就分成了小块"一个小块为

!

#3"

2

!

(

"而斜线部分的块数为
"3"2'

"由于有
'

块就变为占
"3"

#3"

2

'

(

!然而"由于用横线分割后的斜线部分仍保持原样"所以有

"

#

2

"3"

#3"

2

'

(

图
!

"%!%

同样"若进行
#

等分"就可成为
"3#

#3#

2

(

/

"继续进行
'

等分'

%

等

分"就成为图
"%!(

所表示的情形!

!

"

#

!!

2

!

"3"

#3"

!!

2

!!

"3#

#3#

!

2

!

"3'

#3'

!!

2

#

图
!

"%!(

由此就可明白 $分数的分母和分子乘以同样的数"其大小不变%这



#"%

!

分数的比较
#*

!!!

个道理!另外"如想从
"3"

#3"

得出
"

#

来"就可将分母和分子都用
"

来除"

则其大小仍然不变"将
'

(

的分母和分子都除以
"

得出
"

#

"通常把这叫做

约分"即本书中所说的 $折叠%!相反"将
"

#

的分母和分子都乘以
"

得

到
'

(

"称此为 $扩展%!

"

#

+扩展,

+折叠
# $%%%

,

'

(

无疑"不论 $折叠%或是 $扩展%"都不会缩小和扩大分数的大小"

而仅仅是改变了外形而已!

#"'

!

分数的比较

比较两个小数"可以一目了然"因为将小数点对齐"若从高位开始

进行比较则是很容易看出的!例如若比较
%1#)"

和
%1#/'*

"立刻就可知

道
%1#/'*

大!

然而"区别分数的大小就相当困难了!例如
#

*

和
"

%

哪个大"难以立

即答出!不能简单地区分大小是分数的一项困难!

如果按
"

%

是
"R%

"

#

*

是
#R*

来考虑"实际上做除法运算就行了"

即有

"

%

2$1'

!!!!

#

*

2$1'"

#

这样用小数来比较"就知道
#

*

大!然而由于用除法运算有余数"所
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以不能说它是个好方法!

这可以利用正方形纸片来作说明 +见图
"%!*

,!把两张正方形纸片

一张竖着分一下"一张横着分一下!让纸片的中间是透明的"把两张纸

片重叠起来!这样"一个小块就成了
!

%3*

2

!

#%

!从而形成(方为
"3*

%3*

2

!'

#%

"一方为
#3%

*3%

2

!%

#%

"我们就知道了
!%

#%

比
!'

#%

大!即返回到原状态就是

#

*

比
"

%

大!

图
!

"%!*

这是在结果中将
"

%

和
#

*

换算成相同的分母"即适当地扩展到
#%

!

写成算式则为

"

%

2

"3*

%3*

2

!'

#%

!!!!!!!!

#

*

2

#3%

*3%

2

!%

#%

像这样将分数适当地扩展"化成分母相同的分数"就叫做通分!

比较分母不同的分数的大小就是比较通分后分子的大小!

#"(

!

分数的加法和减法

尽管分数之间的相加稍有困难"但若分母相同就比较简单"例如图

"%!)

所示!

图
!

"%!)

!!

因为
!

*

0

!

*

0

!

*

和
!

*

0

!

*

相加"由于有
%

个
!

*

就成了
%

*

"这
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不外乎是使分母保持原样"而将分子彼此进行相加"即

#

*

0

"

*

2

#0"

*

2

%

*

无论什么样的分数只要分母相同"就可以用这种形式来计算"然而

难办的是分母不同的情况!

为使
"

%

与
#

*

相加"可采用在比较其大小时所用的作法 +见图

"%!/

,!

图
!

"%!/

这仍然是将两个分数适当地通分为相同的分母!因此"分数相加也

是相当不容易的!为了扩展"需要用乘法"而为找出共同的分母也需用

乘法!

减法运算时也和加法时一样"应使其分母化成相等&

#

%

K

"

*

2

"!

#%

K

!$

#%

2

"!K!$

#%

2

!!

#%

经常出现的错误是在分数相加时"有人就把分母和分母'分子和分

子相加起来!

例如"

"

%

0

#

*

写成
"0#

%0*

2

%

!"

"就把这作为答案了!然而这个
%

!"

是

比
#

*

还要小的!因为

%

!"

2

%3*

!"3*

2

#%

)'

!!!!!!!

#

*

2

#3!"

*3!"

2

#(

)'

所以
"

%

0

#

*

2

%

!"

是毫无道理的!举一个最极端的例子"若用此法计算

!

"

0

!

"

"就是
!0!

"0"

2

"

'

2

!

"

!也就是"一半加一半等于一半"可以说

是得出了一个莫名奇妙的结果!
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#")

!

乘法的扩大解释

使用乘法的计算有很多!例如"以
!

小时
%

千米的速度步行的人"

若走
#

小时"步行了多少千米"其计算就是乘法&

%3#2!%

一般情况下有

速度
3

时间
2

距离

这一公式是成立的!不管是时速
!$$$

千米的喷气式飞机还是时速数米

的蜗牛"这一公式都是同样适用的!但是"时间若有零头"就不能使

用!原因是若时间是
"

小时零半小时"其计算就成了#

3"

!

"

!#

3

分数

的计算还是不好理解!

同样"

!

升单价为
)$

日元的酱油"只买
#

升"其总价为

)$

日元
3#2"'$

日元

一般的公式为

单价
3

数量
2

总价

此时"若数量为
!

升半"就变成#

3!

!

"

"故上述公式也不能使用!

遇到这种情形时"采取的态度有两种!一种是由于
3

就是重复相

加"而
3

分数则与
3

的本来定义有矛盾"故而拒绝考虑
3

分数!这是一

种保守的态度!另一种态度是为了弄清
3

分数是什么意思"而将
3

的意

义予以扩充&

速度
3

时间
2

距离

单价
3

数量
2

总价

也就是说"认为连续量
3

连续量
2

连续量的公式在分数的情况下也

照样能使用!这同前一种态度相比可以说是进步了!

判断不出这两种态度哪一种是正确的"然而事实上"数学总是按后

者进步的态度而发展的!

按第二种考虑方法"

3

分数的意义究竟是什么呢) 现以

速度
3

时间
2

距离
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这一公式来考虑一下!

以时速
%

千米走了
#

'

小时"即使不使用公式也能算出行程&

在
!

'

小时为
%

千米
R'

在
#

'

小时为
%

千米
R'3#

"即除以分母再乘上分子就行了!

因此若规定
%3

#

'

就是
%R'3#

"则

速度
3

时间
2

距离

这一公式在分数世界里也是适用的!

换句话说"#的
#

'

也是有意义的!所以下面三种情况的意义相同&

#

3

#

'

#的
#

'

#

R'3#

如果像这样来规定乘分数"也可以理解

单价
3

数量
2

总价

这个公式同样能在分数世界里推广使用!例如
!

升单价
)$

日元的酱油"

计算
#

'

升的总价"则有

!

'

升为
)$

日元
R'

#

'

升为
)$

日元
R'3#

#

R'3#

与前面所述是相同的!另外"长
3

宽
2

面积"同样在分数世

图
!

"%"$

界里也适用!例如"长
%

米"宽
#

'

米的

长方形面积 +见图
"%"$

,"可以像下面这

样来表示&

长
%

米"宽
!

米"面积
%

平方米

长
%

米"宽
!

'

米"面积 +

%R'

,平

方米
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长
%

米"宽
#

'

米"面积 +

%R'3#

,平方米!也就是"若使
3

#

'

为

R'3#

的意思"则

长
3

宽
2

面积

这一公式在分数世界里也是适用的!

虽然上述不过是二三个实例"但由此可以了解"当明确规定了
3

分

数的意义时"

3

的公式在连续量的世界里照样成立!

听到这些"保守的顽固派是会说三道四的!确实给
3

分数下了定义

会带来很多方便!但是"由于
3

#

'

实质上是
R'3#

"即乘
!

次分数"等

于又除又乘两次整数"所以就不必要考虑
3

#

'

了!因为与
3

的起始的意

思混同"所以还是使用别的记号为好!

大概这也是反对论的一番道理吧!然而就是使用旧的
3

"也没有比

这更糟的了!在普通的说法中也有不少与此类似的情况!例如"有过

$笔勤%或 $笔不勤%的说法"对于使用钢笔和铅笔来说"绝不会说成

是 $钢笔勤%'$钢笔不勤%!

在这里"笔是被扩大解释为包含了钢笔和铅笔的!因此"尽管数学

是定义严格的学科"但在某些场合"可以说也具有灵活的一面!

#"*

!

乘减少!除增大

如果把
3

当作扩大来解释"虽然也能定义
3

分数的意义"但也会产

生一些问题!例如乘整数时必定是增大的"但乘分数时就会减小!总而

言之 $乘就增大%这种通常的说法是不成立的!不用说想出
3

#

'

就是#

的
#

'

"即便是感到奇怪"也是理所当然的!这种奇妙的感觉对讲西欧语

言的人比对讲日语的人来说更为强烈!因为在多数欧洲语中 $乘%同时

就是增大的意思!例如英语中的
S5N7;

J

N

H

'法语中的
S5N7;

J

N;98

"德语中

的
:98:;9NO6BF9<

"俄语中的
H#$%&'()

等皆是!

!)

世纪的大数学家欧拉对这个解释似乎也感到难办"曾说过&
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!

乘减少! 除增大
$&

!!!

!如果整数或分数乘以分数"其得数比被乘数小"无论如何这与乘

法的性质是矛盾的&乘法若按其名称来判断"则意味着增大或增加&$

旧约圣经里的 $

,9O85;7O5N

"

6<?S5N7;

J

N

H

%就是 $产生吧0 增殖

吧0%因此对
S5N7;

J

N

H

也会减少是难以理解的!

然而有幸的是日语的 $乘%没有 $增大%的意思"因此欧拉的疑问

不知不觉地就解决了!当减价时与其说打
)

折等"莫如直说减少的价钱

更好!

在这一点上是按照近代日语来说的!

因为在日语里 $乘%没有增大的意思"所以日本人和欧洲人一样"

乘上
"

#

得数减少这一点也是在不知不觉之中得到了解决!但是对于除法

就不能那样说了!即使是日本人"对于除是增大也是难以想象的"这是

不能在不知不觉中解决的!

为了解答这种疑问"联想起来对于除法是有两种意思的!也就是平

均分割和包含分割!

首先"若将除分数考虑为包含分割"就会消除除是增加这一疑问!

如果把
#

米长的绳"分割为
!

"

米即
%$

厘米长的绳"能分成多少根"

试思考一下这一问题 +见图
"%"!

,!

图
!

"%"!

若写出公式并以米为单位就是
#R

!

"

"答案很明显为
(

"即

#R

!

"

2(

#

被除以后虽然增大到
(

"但像这样"若将除法
#

米
R

!

"

米看成是包含

分割是不难想象的!

这里暂把
R

分数考虑成包含分割"来推导一下计算的方法!
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试考虑把
(

米长的金属丝剪成
"

%

米长的小段"能剪多少根!如用运

算式写出就是
(

米
R

"

%

米"省略单位米即为

(R

"

%

这样的计算"一次不好完成"可用两次来完成!

首先"剪成
"

米长的金属丝!即
(

米
R"

米
2#

"能够分成
#

根 +见

图
"%""

,!

图
!

"%""

接着若将
"

米长金属丝再分为
%

等份"每份就成了
"

%

米长的金属丝

了"因为是
#

根的
%

倍就是

#3%2!%

按照最初的计算就是

(R"3%2!%

也就是用分子的
"

来除"再乘上分母的
%

!

这不限于
R

"

%

"对什么样的分数都是这样"所以"若使其一般化"

则有下列规则&

$除以分数时"就是除以分子"乘上分母!%

#

R

分子

分母
2

#

R

分子
3

分母

因此"

R

"

%

与
3

%

"

是一样的"所以就有下述的规则&

$除以分数时"可以乘上将该分数调换分子和分母后的分数!%

#

R

&

'

2

#

3

'

&

由此可见"若将
R

分数考虑为包含分割就能够很自然地加以想象!
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但对平均分割的方法该如何考虑呢)

例如"

!"

是几的
#

倍"这个问题就是
!"R#

的平均分割问题1

!"

是几的
"

#

"把这个问题考虑为
!"R

"

#

的平均分割也是合适的!这也和

包含分割的情况相同"可分成两步考虑!

首先
!"

是几的
"

倍)

!"R"2(

(

又是几的
!

/

#

)

(3#2!)

按照最初的计算"则有

!"R"3#2!)

也就是说
!"

应是
!)

的
"

#

!

此种计算与包含分割的情况一样"除以分子的
"

乘以分母的
#

!

也就是说
R

"

#

变成了
3

#

"

"不论是包含分割还是平均分割都是相

同的!

如上所述"

3

分数'

R

分数的规则就是变成整数的两次计算!这个

规则一旦被确定之后"考虑分数的一次计算"就可以此为基础向前迈

进!数学进步的秘密就在这里!

#"!,

!

小数的意义

小数就是拿
!$

"

!$$

"

!$$$

"#特殊的数作分母的分数!虽然从理

论上说确实如此"但在认识上却颇费周折!

所谓测量长度和重量等连续量"就是看它是单位量的多少倍!但往

往是有零头的"出现零头时的处理"前面有两处已叙述过了!

那就是以余量为基础去除单位量!如果单位量是余量的
%

倍"我们

就可以知道余量是单位量的
!

%

"这就是对分数的考虑方法!而将单位量

进行细分就是小数的考虑方法!将单位量分成十等份"用此去除余量"




