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前    言 

本书是我们依照教育部制定的高职、高专“数学课程教学基本要求”，并借鉴国内外

同类教材的最新研究成果，为高等职业教育工科类、管理类及经济类学生编写的《线性

代数》课程教材。 

在编写过程中，我们力求使教学内容体系及其呈现方式符合高等职业教育规律，体

现高等职业教育特点，既便于教，又便于学。 

本书内容包括行列式、矩阵、向量与线性方程组、矩阵的特征值与特征向量、二次

型，以及线性规划初步 6 章，涵盖了专科线性代数教学大纲的基本要求。不同学校、不

同专业可以根据教学要求自行选择教学内容，带“*”的内容可以选讲或不讲，不会影响

后面的教学。将线性规划初步写入此书，目的是使读者能够加深对线性代数的理解，初

步了解线性代数的应用，本章供学有余力的同学自学之用。 

本书在结构体系、内容安排、习题选择等方面，遵循了“以应用为目的，以必需、

够用为度”的高职、高专基础课程教学原则，适度淡化了理论体系和逻辑论证，将重点

放在了基本概念阐述、基础理论解释，以及基本方法归纳上，力争使读者通过学习本书，

不仅知道线性代数是什么，更知道线性代数能做什么，以便实现线性代数“基础+应用”

的双重教育功能。 

本书融入了作者多年高等职业教育的教学经验，语言叙述通俗、简练，富有启发性；

知识背景交代清楚，难点分散；关键之处均提醒读者注意或思考，或总结出结论；为使

读者及时理解所学概念，掌握基本方法，每节后均配有一定数量的习题，供读者练习使

用，章末配有学习指导和复习题，以期增加读者知识的结构度，做到融会贯通；书末配

有习题答案或提示，供读者参考。 

沈阳工程学院刘严老师审阅了初稿，王娜、钱明辉老师演算了全部习题，并提出了

修改意见，在此一并致谢！ 

由于编者水平有限，书中必有不当乃至错误之处，敬请读者批评指正。 

 

编   者 

2005 年 4 月于沈阳 
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第 1 章  行 列 式 

行列式是线性代数研究的主要对象之一．行列式理论不仅是我们后面所要学习的矩阵

和线性方程组理论的研究工具，而且在工程技术中也有直接的应用．本章将介绍行列式的

概念、主要性质和一般计算方法．  

1.1  行列式的定义 

1.1.1  二阶、三阶行列式 

行列式的概念来源于线性方程组的求解问题． 
对于二元一次方程组 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

a x b x c
a x b x c

+ =⎧
⎨ + =⎩

，

，
                             (1.1) 

其中 1 2,x x 为未知数， ( 1,2)i ia b i =, 为未知数的系数， )2,1( =ici 为常数项． 
用代入消元法从式(1.1)中消去 ，得 2x

1 2 2 1 1 2 1 1 2( )a b a b x b c b c− = − ． 
当 时，可得 01221 ≠− baba

1221

2112
1 baba

cbcb
x

−
−

= ． 

同样地，从式(1.1)中消去 1x ，可得 

1221

1221
2 baba

caca
x

−
−

= ． 

不难发现， 1 2x x， 的结构非常相似，并且它们的分子、分母均为两个数乘积之差，为

此，我们引入二阶行列式的概念． 
定义 1.1  由 这 4 个数排成的如下式子 1 2 1 2a a b b， ， ，

22

11

ba
ba
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称为二阶行列式．它表示 之差，即 1221 baba 与

1 1
1 2 2 1

2 2

a b
a b a b

a b
= − ．                          (1.2) 

二阶行列式含有 2 行 2 列（横排的称为行，竖排的称为列）．组成行列式的数字或字母

叫做行列式的元素．例如 就是定义 1.1 中二阶行列式的第 2 行第 1 列的元素． 2a
通常用大写字母 D 表示行列式． 
有了上面二阶行列式的定义，则式(1.1)的解就可以表示为 

1 1

2 2
1

1 1

2 2

c b
c b

x
a b
a b

= ，

1 1

2 2
2

1 1

2 2

a c
a c

x
a b
a b

= ． 

如果把式(1.1)未知数的系数组成的行列式
1 1

2 2

a b
a b

=D 叫做系数行列式，把将 D 的第

列换成常数项列所得到的行列式记作

j

jD ( 1 2j )= ， ，则
1 1

1
2 2

c b
c b

=D ，
1 1

2
2 2

a c
a c

=D ．于是，

当 时，方程组(1.1)的解可以简单地表示为 0≠D

                                  ( 1 2)j
jx j= = ．，

D

D
                         (1.3) 

    例 1  计算下列二阶行列式：   

（1）
1 3

2 4 
；       （2）

2
0 1
a   

−
． 

解   

（1） D =
42
31 =1 4 2 3 2× − × = − ； 

（2） D =
2

0 1
a   

−
= ( 1) 0 2a a× − − × = − ． 

例 2  用二阶行列式解二元一次方程组 

1 2

1 2

2 3
3 5

x x
x x

− =⎧
⎨ + =⎩ ．

 ，
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解  计算二阶行列式 

D = 2 1
7

1 3
−

=
  

， 1D = 3 1
14

5 3
−

=
  

， 2D = 7
51
32

= ， 

由 ，得方程组的解为 0≠D

1
1

14
2

7
x = = =

D
D

， 2
2

7
1

7
x = = =

 

 D
D

． 

    与二阶行列式的定义类似，我们可以定义三阶行列式． 
定义 1.2  由 9 个元素排成的 3 行 3 列的式子 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 

称为三阶行列式．规定三阶行列式 

D =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

=  11 22 33 12 23 31 13 21 32a a a a a a a a a+ +

13 22 31 12 21 33 11 23 32a a a a a a a a a− − −                 (1.4) 

观察式(1.4)可以发现，三阶行列式共含 6 项，每项均为选自不同行、不同列的 3 个元

素的乘积，再冠以正负号．其规律遵循如图 1-1 所示的对角线法则（图 1-1 之(a)和(b)刻画

的是同一规律）：图中每条实线（共 3 条）所连结的 3 个数的乘积前面加正号，每条虚线（共

3 条）所连结的 3 个数的乘积前面加负号，然后相加就是三阶行列式的值． 

 

 

 

 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 11 12

22

32

a a
a a21

31a a

11 12 13

31 33

a a a
a a
a a a32

23a2221

          （ ）        （+）                        （− − ）      （+） 

                   (a)                                       (b) 

图 1-1 

例 3  用对角线法则计算行列式
2 1 3
1 0 4
5 2 3

      
−     
  − −

． 
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解  
2 1 3
1 0 4

5 2 3

      
−     

− −

= 2 0 ( 3) 1 4 5 3 ( 1) ( 2)× × − + × × + × − × −  

                 3 0 5 1 ( 1) ( 3) 2 4 ( 2)− × × − × − × − − × × −  
               39= ． 

1.1.2  n 阶行列式 

1．余子式和代数余子式 

对角线法则只适用于计算二阶与三阶行列式．为了研究 4 阶以及更高阶数的行列式，

我们来考察二阶行列式与三阶行列式的关系． 
由式(1.2)和式(1.4)可以得出，三阶行列式 

D =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

= 11a 22 23

32 33

a a
a a 12a− 21 23

31 33

a a
a a

+ 13a
21 22

31 32

a a

a a
，        (1.5) 

即三阶行列式等于它第一行的每个元素分别乘以一个二阶行列式再作代数和． 
为了进一步了解这 3 个二阶行列式与原来三阶行列式的关系，我们引入余子式和代数

余子式的概念． 
在三阶行列式 

D =

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 

中，把元素 ( i =1,2,3;ija j =1,2,3)所在第 行和第i j 列划去后，剩下的元素保持原来相对位

置不变构成的二阶行列式称为元素 的余子式，记作 ． ija ijM

例如，对于上面的三阶行列式 D ，元素 的余子式是划去11a D 的第一行和第一列，剩

下的元素所构成的二阶行列式，即 11M =
22 23

32 33

a a
a a

；元素 的余子式是划去13a D 的第一行

和第三列，剩下的元素所构成的二阶行列式，即 13M = 21 22

31 32

a a

a a
． 

若记 ，则( 1)i j
ij ij

+= −A M ijA 叫做元素 的代数余子式．ija D 的元素 的代数余子式为 12a
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12A 12
21)1( M+−= = 21 23

31 33

a a
a a

− ． 

例 4  求如下行列式 D 的元素 的代数余子式，其中 11 23 32a a a， ，

D =
1 0 2
2 1 3
4 5 1

    
−  
  −

 ． 

解  元素 的代数余子式11a 1 1
11

1 3
( 1) 16

5 1
+   

= − =
−

A − ， 

元素 的代数余子式23a 2 3

23

1 0
( 1) 5

4 5
+= − =A − ， 

元素 的代数余子式32a 3 2

32

1 2
( 1) 7

2 3
+

  
= − =

−
A − ． 

应用余子式和代数余子式的概念，式(1.5)可以写成 

D = 11 11 12 12 13 13a a a− +M M M  
=                               (1.6) 11 11 12 12 13 13a a a+ +A A A

由式(1.6)可以看出，三阶行列式的值等于其第一行所有元素与它们各自的代数余子式

乘积之和． 
式(1.6)称为三阶行列式按第一行展开式． 
我们已经定义了二阶、三阶行列式．通过分析又发现，三阶行列式可以转化为二阶行

列式来计算，即三阶行列式可以通过二阶行列式来定义．按照这一规律，我们可用三阶行

列式去定义 4 阶行列式，以此类推，便能够定义 阶行列式． n

2． 阶行列式 n
由 个元素 ( ；2nnn =× ija 12i n= , , , 12j n= , , , )排成的 n 行 列如下的式子 n

D =

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

 

称为 阶行列式． n
n阶行列式的代数余子式的定义与三阶行列式代数余子式的定义相同．例如上面的

阶行列式

n
D 的元素 的代数余子式为 11a
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11A 1 1
11( 1) += − M =

22 23 2

32 33 3

2 3

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

． 

n阶行列式的代数余子式是 1n − 阶行列式．  

对于 阶行列式，规定： n

        D
11

11 11 12 12 1 1 1 1
1

                                                     
n

n n k k
k

a

a A a A a A a A
=

⎧
⎪= ⎨ + + + =⎪⎩

∑

 

n

n

当

当

式(1.7)称为 阶行列式按第一行展开式． n
例5  主对角线以上（下）的元素都为零的行列式称为下

三角形行列式 D =

nnnn aaa

aa
a

21

2221

11

0
00

的值． 

解  将此 阶行列式依次按第一行展开得： n

D =

nnnn aaa

aa
a

21

2221

11

0
00

= 11
11 )1( +−a

nn aa

aa
a

32

3332

22 0

=−= +

nnn aa

a
aa

3

33
11

2211

0
)1( = 11a 22a

即下三角行列式的值等于其主对角线上的元素之积． 

例 6  应用 阶行列式定义计算行列式 n

D =

1 2 2 0
3 0 1 1
4 1 2 0
2 5 1 1

  −
  −
−   
    

 

 

 

． 

 
 

                     (1.7) 
1

2

=

≥

时

时

，

，

（上）三角形行列式．试求下

nna

0
0

 

 =− +
nna11)1( 11a 22a nna
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解  将行列式按第一行展开，得 

D = 1 1 1 2

0 1 1 3 1 1
1 ( 1) 1 2 0 2 ( 1) 4 2 0

5 1 1 2 1 1

+ +

  − −
× − −   + × −   

      
 

+ 1 3 1 4

3 0 1 3 0 1
2 ( 1) 4 1 0 0 ( 1) 4 1 2

2 5 1 2 5 1

+ +

    −

− × − − + × − −   

     

70−

 

（ ） =  

习题 1.1 

1．计算下列行列式： 

（1）
1 2
3 4

−   

−
    ；                  （2）

2 1 1
1 2
−

1+
； 

（3）
3

2

1

1 1

x x

x x

−

+ +

 

 ；          （4）

2 1 0

3 5 1

2 6 3

−

−  
   

 
    

． 

2．解下列方程： 

（1）
        

 

2 4 9

2 3 0

1 1 1

x

x =

 

 

 

 

 

 

  

；          （2）

1 0 0

0 0 0 2
1

0 0 0

0 3 4 5

x

x
=       ． 

3．计算下列行列式： 

（1）

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

4 0 0 0

         

；             （2）

14

23 24

32 33 34

41 42 43 44

0 0 0

0 0

0

a

a a

a a a

a a a a

        

． 

1.2  行列式的性质与计算 

有了 阶行列式的定义，在理论上，我们便可以计算任意阶的行列式．但对于 4 阶以n
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上的行列式，用定义计算往往是相当繁琐的，特别是某些含有字母的行列式，直接用定义

计算往往是无法进行的．为此，我们来研究行列式的性质，以便用行列式的性质简化行列

式的运算． 
设 阶行列式 n

D =

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

， 

将 D 的各行改写为同序号的列（即将第 行改写为第 列）后，得到新的行列式 i i

TD =

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22212

12111

 

称为 D的转置行列式． 

性 质 1  行列式与它的转置行列式的值相等，即 D = TD ． 

例如二阶行列式 

D =
2221

1211

aa
aa

= 11a 22a − 12a 21a ， 

TD =
2212

2111

aa
aa

= 11a 22a − 21a 12a = D ． 

可以验证三阶行列式也满足此性质． 

性质 1 虽然没有起到简化行列式计算的作用，但它却揭示了一个重要的事实：在行列

式中，行与列的“地位”是等同的——由于转置不改变行列式的值，而原来行列式的行，

在转置行列式中则为列，因此行列式关于行成立的性质关于列也成立． 

性质 2  交换行列式的任意两行（列），行列式的值仅改变正负号． 

例如二阶行列式 

D =
2221

1211

aa
aa

= 11a 22a − 12a 21a ， 
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将第 1 行与第 2 行交换得 

1211

2221

aa
aa

= =21a 12a − 22a 11a − ( 11a 22a − 12a 21a )= −D ． 

通常情况下，我们用 表示行列式的第 行，用 表示行列式的第 列；交换 , 两

行，记作 ，交换 , 两列，记作

ir i ic i i j

ji rr ↔ i j ji cc ↔ ，并把它们写在等号的上面或下面，

例如 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

1 3c c↔ 13 12 11

23 22 21

33 32 31

a a a
a a a
a a a

 

推论  若行列式某两行（列）相同，则该行列式的值等于零． 
事实上，把行列式中相同的这两行（列）互换，则有 D = −D ，故 D =0． 
性质 3  若行列式的某行（列）有公因子，则公因子可以提到行列式外． 
以三阶行列式为例： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

ka ka ka
a a a
a a a

= k
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

． 

    推论 1  若行列式中某一行（列）中所有元素为零，则行列式的值等于零． 
事实上，把元素全为零这一行的公因子“0”提到行列式外，则得行列式的值等于零． 
推论 2  若行列式有两行（列）元素对应成比例，则行列式的值等于零，即 

nnnn

inii

inii

n

aaa

kakaka

aaa

aaa

21

21

21

11211

i

j

（第 行）

（第 行）

=0． 

证明  将行列式第 行元素的公因子 提到行列式外，则行列式的第 i 行与第 行相

同，由性质 2 的推论得行列式的值为零． 
j k j

性质 3 的等价说法是：用数 k 乘以行列式 D ，等于用数 乘以k D 的某一行（列）所有

元素． 
    性质 4  若行列式的某一行(列)的元素都是两数之和，则此行列式等于相应的两个行列

式之和． 
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以三阶行列式为例： 

11 12 13

21 21 22 22 23 23

31 32 33

a a a
a b a b a b

a a a
+ + + =

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

+

333231

232221

131211

aaa
bbb
aaa

． 

例 1  计算行列式 D =
301 3 1
198 2 1

200 2 5

  

−

  

． 

解  由于数字较大，直接计算比较复杂．考虑到第 1 列数字近似等于第 2 列数字的 100
倍，为此，利用性质 4，改写行列式为 

D =
301 3 1
198 2 1
200 2 5

  

−

  

=
300 1 3 1
200 2 2 1

200 0 2 5

+   

 

− −

+  

=

300 3 1

200 2 1
200 2 5

  

−

  

+
1 3 1
2 2 1
0 2 5

  

− −

   
=0+38=38． 

例 2  计算行列式 D =

3333

2222

1111

2
2
2

baba
baba
baba

+
+
+

． 

解  D =
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

2
2
2

a b a b
a b a b
a b a b

+
+
+

=
1 1 1

2

3

2 2

3 3

2
2
2

a a b
a a b
a a b

+
1 1

2 2

3 3

2
2
2

b a b
b a b
b a b

000
1

2

3

= ． =+

性质 5  把行列式的某一行（列）的各元素乘以同一个数然后加到另一行（列）对应

的元素上，行列式的值不变． 
我们以三阶行列式为例来验证这一性质． 

设有三阶行列式 =D
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

，将 D 第 1 行每个元素都乘以数 ，然后加到第 2

行的对应元素上，则得行列式

k

11 12 13

21 11 22 12 23 13

31 32 33

a a a
a ka a ka a ka

a a a
+ + + ． 
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由性质 4 及性质 3 的推论 2 有 

11 12 13

21 11 22 12 23 13

31 32 33

a a a
a ka a ka a ka

a a a
+ + + =

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

＋
11 12 13

11 12 13

31 32 33

a a a
ka ka ka
a a a

= D ＋0= D ． 

通常情况下，数 乘行列式的第 行（列）记作 ；数 乘行列式的第 i 行（列）

然后加到第 行(列)上，记作

k i ikr ( )ikc列为 k

j ( )j i jr kr c kc+ +列为 i ，并把它们写到等号的上面或下面． 

    例 3  计算行列式 D =

1 1 0 2
0 1 1 2
1 2 1 0

2 1 1 0

  −   

  − −

−   −

      

． 

    解  应用性质 5，有 

D =

1 1 0 2
0 1 1 2
1 2 1 0
2 1 1 0 

−   

− −

−   −

     

  
  

14

13

)2(
   

rr
rr

×−+
+

1 1 0 2
0 1 1 2
0 1 1 2
0 3 1 4

−     

− −   

  −   

    −

24

23

3
  

rr
rr
×+

+
1 1 0 2
0 1 1 2
0 0 2 4
0 0 2 2

−   

− −

  −

  −

 

34 rr −

1 1 0 2
0 1 1 2

0 0 2 4
0 0 0 2

−     

− −   

  −   

    −

= 4)2()2()1(1 −=−×−×−× ． 

将行列式化为三角形行列式是行列式计算中比较常用的一种方法． 

例 4  计算行列式 

D =

3 1 1 1

1 3 1 1

1 1 3 1

1 1 1 3

． 
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解  此行列式的特点是每行（列）所有元素之和都是 6，据此有 

D =

3111
1311
1131
1113

4321 cccc +++

3116
1316
1136
1116

= 6

3111
1311
1131
1111

14

13

12

rr
rr
rr

−
−
−

6

2000
0200
0020
1111

  

4826 3 =×= ． 

    如果一个行列式的各行（列）元素之和相等，计算时常把各列（行）加到某一列（行）

上，提取公因式后再进行计算． 
    性质 6  行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之和，即 

           D = 1 1 2 2
1

n

i i i i in in ij ij
j

a a a a
=

+ + + = ∑A A A A   ( 1 2 )i n= ，， ,                  

(1.8) 
或 

           D = 1 1 2 2
1

n

j j j j nj nj ij ij
i

a a a a
=

+ + + = ∑A A A A   ( 1 2 )j n= ，， ,               (1.9) 

上面两式分别称为行列式 D 按第 i 行和第 j 列的展开式． 

例 5  计算行列式 

D =

3 1 1 2
5 1 3 4

2 0 1 1
1 5 3 3

    −   

−     −

      −

  −   −

． 

分析  根据性质 6，我们可以选择行列式的任意一行或列（一般选择有数字 1 且 0 较

多的行或列）进行展开．事实上，我们还可以先应用性质 5（不改变行列式的值），将行列

式的某一行或列化出尽量多的零，然后再按该行或列展开，从而在一定程度上简化运算． 

通过比较，我们选择按第 3 行展开（因为第 3 行既有 1 又有 0）． 

解  D =

3 1 1 2
5 1 3 4

2 0 1 1
1 5 3 3

    −   

−     −

      −

  −   −

34

31 2
cc
cc

+
−

5 1 1
11 1 3 1

0 0 1 0
5 5 3 0

1

 

 

    −

−     −

       

− −    

  

（此时再按第 3 行展开） 
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= 3 3

5 1 1
1 ( 1) 11 1 1

5 5 0

+

      

× − −   −

− −   

12 rr + 5 1 1
6 2 0
5 5 0

  

−   

− −

  
（再按第 3 列展开） 

= 1 3 6 2
1 ( 1) 40

5 5
+ −   

× − =
− −

. 

联合使用性质 5 和性质 6——先在行列式的某行（列）选定一个非零元素，然后利用

性质 5 将该行（列）其他元素均化为零，再按此行（列）进行展开，是计算数字行列式最

常用的一种方法． 

性质 7  行列式任一行（列）的元素与另一行（列）对应元素的代数余子式的乘积之

和等于零，即 

1 1 2 2i j i j in jna a a+ + + =A A A
1

0
n

ik jk
k

a
=

=∑ A  )( ji ≠ ，                (1.10) 

或 

            1 1 2 2i j i j ni nja a a+ + + =A A A
1

0
n

ki kj
k

a
=

=∑ A  )( ji ≠ ．                (1.11) 

例 6  计算行列式 

4D =

1 1

2 2

3 3

0 0
0 0

0 0
1 1 1 1

a a
a a

a a

−

−

−

   

 

 

  

      

 
 

． 

解  从第 4 列开始，依次将后一列加到前一列（目的是使 4D 中的零元素增多），有 

4D 3 4c c+

1 1

2 2

3

0 0
0 0
0 0 0
1 1 2 1

a a
a a

a

−

−

−

   

  2 3

1 2

c c
c c

+
+

1

2

3

0 0
0 0 0
0 0 0
4 3 2 1

a
a

a

−

−

0

−

  

  

  

 

 

=
1

4 1
2 1

3

0 0
4 ( 1) 0 0 4

0 0

a

a a
a

+

−

× − − =

−

   

   

 

2 3a a ． 
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对于以上类型的行列式，一般有 

1n+D

11

22

0 0 0
0 00

0

aa
aa

−

−

    

   

   

           

          

     = ． naaan 21)1( +
…

有兴趣的读者可以尝

1．利用行列式的性质计

（1）
2 201 5

3 302 2

1 99 0

  

−

  

  
；  

（4）

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a
a a

a

 

2．证明下列各式： 

（1）

x y y
y x y

y y x

  
= (x +

（2）

2 2

2 2

2 2

( 1) ( 2

( 1) 2

( 1) ( 2

a a a

b b b

c c c

+ +

+ +

+ +

（ 

（3）
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a b b c

a b b c

a b b c

+ +

+ +

+ +

 

= 3 00 0
  

a             

…………………………
0 0 0
1 1 11 1

n na a−        

    

     

                   

试证明这一结论． 

习题 1.2 

算下列行列式： 

     （2）
2 2 2

1 1 1
x y z
x y z

  

  

；       （3）

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

 

； 

 

；  （5）

1 4 4 4
4 2 4 4
4 4 3 4
4 4 4 4

  

；  （6）

2

2

2

a b c b c

a a b c c

a b a b

+ +

+ +

+ +

 

c

． 

2 2)( )y x y− ； 

2

2

2

) 4( )( )( )

)

a c c b b a= − − −

）

  
； 

1 1

2 2

3 3

c a

c a

c a

+

+

+

 
= 2

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

a b c

a b c

  
． 



第 1 章  行列式                                     15 

3．计算 n 阶行列式

1 1

1 1

1 1

n

a

a
D

a

=  ． 

1.3  克莱姆（Cramer）法则 

形如 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

 

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩   

，

，

m

                  (1.12) 

的方程组叫做线性方程组，其中 1 2 nx x, , ,x 为未知数， ( 12 12 )ija i m j n= =, , , ； , , , 为未知

数的系数． 
当 不全为零时，式(1.12)称为非齐次线性方程组；当 全为零时，

式(1.12)称为齐次线性方程组． 
1 2, mb b b, , 1 2 mb b b, , ,

当线性方程组(1.12)未知数的个数和方程的个数都为 时，方程组变为 n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

 

n n

n n

n n nn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x bn

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩ ．

，

，                      (1.13) 

方程组(1.13)未知数的全体系数按各自相对位置不变组成的行列式 

D =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

  
 

称为线性方程组(1.13)的系数行列式． 
    定理 1.1  克莱姆（Cramer）法则  如果线性方程组(1.13)的系数行列式 ，则它

有惟一解 
0≠D
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1 2
1 2

n
nx x x= = =， ，，

DD D
D D D

， 

其中 是将系数行列式( 1 2j j = , , ,D )n D 的第 列换成方程组常数项列 ，即 j 1 2 nb b b, , ,

jD =

11 1, 1 1 1, 1 1

21 2, 1 2 2, 1 2

1 , 1 , 1

j j n

n

nn

j j

n n j n n j

a a b a a
a a b a a

a a b a a

− +

− +

− +

1 2j n  = , , ,

6

4

（ ） 

证明略． 
例 1  求解线性方程组 

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3

1 2 3 4

2 2

3 2

3 2 1

2 2

x x x x

x x x

x x x

x x x x

− + − =

− + =

+ + = −

− + − =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩  

 

 

  ，

       ，

       ，

   

 
 

．

 

解  因为系数行列式 

D =

1 1 1 2
3 1 0 2
3 2 1 0
1 2 1 2

− −

−   

    

− −

 = 02 ≠ ， 

故由克莱姆法则知该线性方程组有惟一解，而 

1 =D

2 1 1 2
6 1 0 2
1 2 1 0
4 2 1 2

  − −

  −   

−     

  − −

 = ，2 2 =D

1 2 1 2
3 6 0 2
3 1 1 0
1 4 1 2

  −

    
= − 4， 

−   

−

 

  

3 =D

1 1 2 2
3 1 6 2
3 2 1 0
1 2 4 2

−   −

−     

  −   

−   −

 =0， 4 =D

1 1 1 2
3 1 0 6
3 2 1 1
1 2 1 4

−   
−   
  −
−   

 =1， 

 
 
 



第 1 章  行列式                                     17 

所以 

1
1

2
1

2
x = = =

D
D

，  2
2

4
2

2
x

−
= = = −

D
D

， 

3
3

0
0

2
x = = =

D
D

，  4
4

1
2

x = =
D
D

． 

用克莱姆法则解线性方程组有两个前提条件： 

（1）方程的个数与未知数的个数相等； 

（2）方程组系数行列式 D 不等于零． 

下面讨论未知数的个数与方程的个数相等的齐次线性方程组解的问题． 

对于齐次线性方程组(1.14) 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =

+ + + =

+ + + =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩  

 

，

，

，

                   (1.14) 

021 ==== nxxx 总是它的解，此解称为齐次线性方程组(1.14)的零解．如果有一组不全

为零的数是方程组(1.14)的解，则称其为非零解． 

根据克莱姆法则容易得出： 

定理 1.2  如果齐次线性方程组(1.14)的系数行列式 D 0≠ ，则其只有零解． 
事实上，若方程组(1.14)的系数行列式 D 0≠ ，则由克莱姆法则知其只有惟一解

( 1 2j
j )x j n= = , , ,

D

D
，而 jD 的第 列元素全为零，故j jD = 0 ( 1 2j )n= , , , ，从而方程组只

有零解，即 021 ==== nxxx ． 

定理 1.2 的等价命题是：如果齐次线性方程组(1.14)有非零解，则其系数行列式 D = 0． 
定理 1.2 给出了齐次线性方程组有非零解的必要条件．后面的学习我们还会知道，该

定理的逆命题也成立，即如果齐次线性方程组(1.14)的系数行列式 D = 0，则它有非零解． 
例 2  k 取何值时，齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 0

2 3

2 3 3 0

x x x

x kx x

x x x

+ + =

+ − =

− + + =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩  

 

 

   ，

 ，

 
 0  
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有非零解? 

解  由定理 1.2 知，若方程组有非零解，则系数行列式 

D =
1 4 2
2 3

2 3 3

k
    

  −

−   

k=7 ＋21=0， 

即 = 3 时，方程组有非零解． k −

习题 1.3 

1．用克莱姆法则解下列方程组： 

（1）                   （2）
2 3 1

5 8 2

x y

x y

− =

− =

⎧
⎨
⎩

，

． 

   
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 2 1

2 2

3

x x x

x x x

x x x

+ + =

+ + =

+ + =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

，

．

 

 
 

  

2．试求 取何值时，齐次线性方程组 k

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

kx x x

x kx x

x x kx

+ + =

+ + =

+ + =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩ ．

，

，

 

 

 

 

 
 

（1）只有零解；（2）有非零解? 

1.4  本章学习指导 

1.4.1  教学基本要求 

1．知道 n 阶行列式的定义，了解几种特殊的行列式． 
2．掌握行列式的性质，熟练掌握三阶、4 阶行列式的计算． 
3．了解克莱姆法则． 

1.4.2  考点提示 

1．计算二阶、三阶行列式． 
2．利用行列式的性质： 
（1）计算较高阶数的行列式； 
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（2）化简行列式． 
3．克莱姆法则 
（1）用克莱姆法则解线性方程组； 
（2）讨论系数含参数的齐次线性方程组有无非零解． 

1.5  本章复习题 

1．填空题 

（1）二阶行列式由        个元素组成；n 阶行列式由        个元素组成． 

（2）
   
   

a b
c d

    

      

=        ；
2 0 0 0 2 0
0
0 0

a b a b
c d c d

+   0 =        ． 

（3）形如

1 1 1 2 1

2 2 20

0 0

n

n

n n

a a a

a

a

a 的行列式叫做        行列式，其值为        ． 

（4）设D =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

   

，若D1=

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

   
，则D1叫做D的        行列式；若D = 

m，则D1=        ． 

（5）

4 9 14

6 11 16

9 14 19

 =         ． 

（6）记齐次线性方程组 的系数行列式为 D，则当 D        
  

1 1 1 1 2 2 1

2 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

n n n n n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =

+ + + =

+ + + =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

，

，

   

   

 

 

 

时，方程组有惟一解． 

…………………………………
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（7）若
1 2

1 2

a a

b b
  =8，则

1 1 2

1 2

2 2a b a b

b b

+ +
 

2 =        ． 

（8）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

  +
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
c c c
b b b

  =         ． 

2．选择题 

（1）若

1 1
1
1 1

a
a

a
  1 =0，则 = [        ]． a

（A）0；             （B）1；             （C） 2− ；           （D）1 或 . 2−

（2）设

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

=5，则

1 3 3

1 3 3 2

1 3 3 2

2
2
2

a a a a
b b b b
c c c c

+
+
+

  

2

=[        ]． 

（A）5；             （B） ；           （C）10；            （D）―10．  5−

（3）行列式 D = 0 的必要条件是[         ] ． 

（A）D 有一行元素全为零； 

（B）D 有两行（列）元素对应成比例； 

（C）D 中至少有一行元素可用行列式的性质全化为零； 

（D）D 中任意一行元素都可用行列式的性质全化为零． 

（4）设Aij为n阶行列式D的元素 的代数余子式，则  [        ]． ija
1

n

ik jk
k

a
=

∑ A

（A）等于零；  （B）等于 D；  （C）可能等于任何值；  （D）当 =j 时，等于 D． i

3．计算下列行列式： 

（1）

2 4 4

1 3 1

5 7 2

  −

−

  −

    ；   （2）

4 2 3 5

3 1 1 0

20 4 6 2

30 0 9 3

  

−

  

  

  ；   （3）

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

  ．  
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4．用克莱姆法则解方程组： 

（1）    （2）  

             

              

1 3

1 2 3

1 2 3

2          1   

2

3 2 3

x x

x x x

x x x

+ =

− − =

− − = −

⎧
⎪
⎨
⎪⎩ ．

，

， 

   

  

  2
72 3

3 2 7

3 2 0

x y z

x y z

x y z

+ + =

− + =

+ − =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

，

，

．

 

  

5．求 n 阶行列式
nD 的值，其中

nD =

1 2 2 2

2 2 2 2
2 2 3 2

2 2 2 n

   

． 

6．解方程

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

a a a a

a a a x a

a a x a a

a x a a a

+

+

+

+

  

   

      

      

           4

x

=0． 

 



第 2 章  矩    阵 

矩阵是线性代数最重要的概念之一．我们后面将要学习的向量、线性方程组、相似矩

阵以及二次型等，均要用到矩阵理论．不仅如此，现代自然科学、工程技术、管理科学等，

也都大量应用矩阵理论．本章主要介绍矩阵的概念、矩阵的线性运算、可逆矩阵，以及矩

阵的初等变换和矩阵的秩． 

2.1  矩阵的概念 

2.1.1  矩阵的定义 

同许多数学概念一样，矩阵也是从用数学方法研究实际问题中抽象出来的一个概念．先

看下面两个例子． 
例 1  某高校电力学院设有电力工程、动力工程及自动控制 3 个系，该学院在校本科生

人数如表 2-1 所示． 
表 2-1 

年级  
系   2001 级 2002 级 2003 级 2004 级 

电力系 71 112 140 144 
动力系 132 134 142 212 
自控系 66 101 114 106 

 
表 2-1 可用如下简单的矩形数表来代替： 

 

 

71 112 140 144

132 134 142 212

66 101 114 106

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

例 2  对于线性方程组 

                                               
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

    

 

 

 

，

，

，m



线性代数                                         23 

(2.1) 
它的解取决于其系数和常数项，而不是未知数的符号．我们可以将该方程组的系数按原来

的相对位置不变排成如下的矩形数表： 
    

    

           

11 12 1

21 22 2

1 2

     
     

     
          

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

常数项可以排成数表： 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mb

b
b

2

1

． 

这些“矩形表格”就是我们所要学习的矩阵． 
定义 2.1  由 nm× 个数 排成的 行 n列的数表 ( 1 2 1 2 )ija i m j n= =, , , ； , , , m

                            

    

    

           

11 12 1

21 22 2

1 2

     
     

     
          

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                           (2.2) 

称为 行 列矩阵，简称m n nm × 矩阵或矩阵，其中 称为矩阵的第 行第 列的元素． ija i j
例 1 和例 2 所给出的矩形数表都是矩阵．例 1 的矩阵是一个 43× 矩阵，其元素 = 

71,…, =106；例 2 的系数矩阵是一个

11a

34a nm× 矩阵，常数项矩阵是一个 矩阵． 1×m

通常用大写字母 ， ，A B C 等表示矩阵，比如 =A
2 0
1 1

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，
1 2 3
2 4 0

  
=

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B 等． 

式(2.2)有时也简写为 = 或 或A nmija ×)( ( )ija=A m n×A ． 

如果矩阵的组成元素均为实数，则称其为实矩阵；如果矩阵的组成元素有复数，则称

其为复矩阵．本书只研究实矩阵． 
如果矩阵 为A nm × 矩阵，矩阵 也为B nm × 矩阵，则称 与 为同型矩阵． A B
定义 2.2  如果矩阵 与矩阵 是同型矩阵，并且它们对应位置上的元素均相等，即

，则称矩阵 与矩阵 相等，记作 = ．  
A B

( 1 2 1 2 )ij ija b i m j n= = =, , , ； , , , A B A B

例如，矩阵
1 2 1

3 4x
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥  ⎣ ⎦
A 与矩阵

1 1
11 3 4

y −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥  ⎣ ⎦

B 都是 32 × 矩阵，它们是同型矩阵，
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当且仅当 时， = ． 11 2x y= =， A B

2.1.2  几种特殊的矩阵 

有些矩阵的结构（型）比较特殊，有些矩阵的组成元素比较特殊．这些特殊的矩阵往

往具有比较特殊的性质．下面介绍几种常见的特殊矩阵． 
零矩阵  元素全为零的矩阵称为零矩阵，常用 m n×O 或 表示． O

注意：零矩阵 与数字“0”不同，O m n×O 是由 nm× 个“0”组成的“数表”；两个矩阵

即使同为零矩阵，如果不是同型矩阵，它们也不相等． 
方阵  如果一个矩阵 = 的行数与列数相等都为 ，即 A nmija ×)( n

A = ， 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

则称 为 阶方阵，简称方阵． A n
对角矩阵   如果 阶方阵 主对角线以外的元素都为零，即当 时，

（ ），则称矩阵 为 n 阶对角矩阵或 n 阶对角方阵．例如 

n A ji ≠ 0=ija
nji ,,,, 21= A

A =

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

便是一个 4 阶对角矩阵． 
单位矩阵  在 阶对角矩阵中，当n 12211 ==== nnaaa 时，称 为 阶单位矩阵，记

作E
A n

n或In，简记为E或I，即 

E = ． 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100

010
001

上（下）三角形矩阵  主对角线以下元素全为零的方阵称为上（下）三角形矩阵．例

如下面的矩阵 A 为上三角矩阵， 为下三角矩阵： B
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=A
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nn

n

n

a

aa
aaa

00

0 222

11211

， =B

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnn bbb

bb
b

21

2221

11

0
00

． 

行矩阵  仅由一行元素组成的矩阵称为行矩阵，例如 =A [ 1 2 nα α α ]1× n． 

列矩阵  仅由一列元素组成的矩阵称为列矩阵，例如 = ． A

1

2

1

×

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mma

a
a

还有一些重要的特殊矩阵，比如对称矩阵、可逆矩阵、行阶梯形矩阵、正交矩阵等，

我们将在适当的章节做详细的介绍． 

习题 2.1 

1．说出下列特殊矩阵的名称： 

（1）[1  –1  0  3]；   （2）
1
0
2

 

  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
；    （3）

0 0 0

0 0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

；   （4）
1 0 0

0 2 0

0 0 5

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

； 

（5） ；    （6） ． 
2 0 0
3 1 0
4 6 2

 

 

−

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 ⎥

4
⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

，A B

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2．若矩阵 ，且
2 4 5

10 10 1
x y

x y
+

= =
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎥
⎦

=A B ，试求 x y， 的值． 

3．试举一矩阵实例． 

2.2  矩阵的运算 

矩阵的意义不仅在于确定了一些形式上的数表，在对矩阵定义了一系列运算之后，它

便成了进行理论研究和解决实际问题的有力工具． 
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2.2.1  矩阵的加法 

定义 2.3  设有同型矩阵 

A = ， = ， 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

B
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

bbb

bbb
bbb

21

22221

11211

称矩阵 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++

+++
+++

mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa
bababa

2211

2222222121

1112121111

                     (2.3) 

为矩阵 与矩阵 的和，记作 + ，即A B A B +A B = nmijij ba ×+ )( ． 

注意：只有同型矩阵才能进行加法运算． 

例 1  设矩阵 
2 0 3 6
5 2 1 7

  
=

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ，
2 6 8 4
2 1 5 6

  
=

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B  

求 ． +A B

解   +A B = 2 0 3 6
5 2 1 7

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

+  
2 6 8 4
2 1 5 6

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

= 2 2 0 6 3 8 6 4
5 ( 2) ( 2) 1 1 5 7 6

+ + + +

+ − − + + +
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= 4 6 11 10
3 1 6 13

  

−   
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

矩阵的加法运算满足下面运算规律（设 ， ， ，A B C O 为同型矩阵）： 
（1） + = +A B B A （交换律）； 
（2） ( ) (+ + = + + )A B C A B C （结合律）； 
（3） ． + = + =A O O A A
设 ，记( )ij m na ×=A ( )ij m na ×− = −A，称− 为 的负矩阵．显然有A A ( )+ =−A A O ． 

2.2.2  数与矩阵的乘法 

定义 2.4  用实数 乘矩阵k ( )ij m na ×=A 的每一个元素所得到的矩阵，称为数 与矩阵

的数量乘积，简称数乘矩阵，记作

k A

kA，即 
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k =A
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

kakaka

kakaka
kakaka

21

22221

11211

， 

简记为 
( ) ( )ij m n ij m nk k a ka× ×= =A ． 

矩阵加法和数乘矩阵统称为矩阵的线性运算． 
矩阵的线性运算满足以下运算规律（假设 ， 是同型矩阵， ， 为实数）： A B k l
（1） k k=A A （交换律）； 
（2） + )= k + k ，(k A B A B ( )k l k l+ = +A A A（分配律）； 
（3） ( ) （结合律）； ( )kl k l=A A
（4）1 ． 0= =，A A A O   

例 2  设 = ， =A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
642
531

B
3 1 0
2 0 4

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，求 ＋2 ． A B

解  由数乘矩阵及矩阵加法的定义可得 

A＋2 = +B ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
642
531 3 1 0

2
2 0 4

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
642
531 6 2 0

4 0 8
−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ． 
7 1 5
6 4 14

  ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

由矩阵加法和数乘运算规定矩阵减法为： 
( )− = + −A B A B ． 

例 3  若矩阵 同例 2 所设，试求，A B 2−A B ． 
解  2−A B = ( 2 )+ −A B  

= + = +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
642
531 3 1 0

( 2)
2 0 4

−
−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
642
531 6 2 0

4 0 8
−   

− −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ． 
5 5 5
2 4 2

−   

− −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

例 4  已知 A =
1 2 0
1 3 3

2 0 4

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，

5 6 2
1 1 3

0 2 2

    

= − −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B ，且 A + 2 = ，试求未知矩阵 X． X B

解  由 A + =2X B 可得 

2 = −X B A =

5 6 2
1 1 3
0 2 2

    

− −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−
1 2 0
1 3 3
2 0 4

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

4 4 2
2 4 6
2 2 2

      

  − −

−   −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 
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故 
2 2 1

1
( ) 1 2

2
1 1 1

3
    

= − = − −

−   −

  ⎡ ⎤
⎢ ⎥  ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X B A ． 

像例 4 中 A + 2X = 这样含有未知矩阵的等式叫做矩阵方程． B

2.2.3  矩阵的乘法 

1．矩阵乘法的定义 

定义 2.5  设矩阵 A = ( ) ，规定矩阵( )ij m s ij s na × =，B b × A 与矩阵 的乘积 是一个

矩阵C = ( ，其中 

B AB nm×

nmijc ×)

sjisjijiij bababac +++= 2211 =            (2.4) 
1

( 1 2 1, 2 )
s

ik kj
k

a b i m j n
=

= =∑ , , , ； , ,  

即 是矩阵ijc A 第 行的所有元素与矩阵 第 j列的所有元素对应乘积之和（如表 2-1 所

示）． 

i B

表 2-1 

B 的列
C = AB 
的元素  

 

A 的行 1

21

11

sb

b
b

    …         …      

sj

j

j

b

b
b

2

1

sn

n

n

b

b
b

2

1

B 有 n列 

saaa 11211

 
………………… 

 

isii aaa 21

 
………………… 

 

msmm aaa 21

∑
=

s

k
kkba

1
11    …     …    ∑

=

s

k
kjkba

1
1 ∑

=

s

k
knkba

1
1

 
…………………………………… 

 

∑
=

s

k
kikba

1
1    …   

s

………………

∑
=

s

k
kmkba

1
1    …   

C = AB 

A 有m行 C

s

 
注意：两个矩阵 与 相乘，只有当矩阵A B
         …    ∑
=k

knkba
1

2

 
…………………… 

 

  …    ∑
=

s

k
kjmkba

1
∑

=

s

k
knmkba

1

有 n列 

 = AB 有m行  

∑
=k

kjika
1

b

的列数等于矩阵 的行数时，A B C = 才有AB
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意义；当矩阵 与 能够进行乘法运算时，其乘积矩阵A B C 的行数等于矩阵 的行数，矩阵A
C 的列数等于矩阵 的列数． B

例 5  设 = ， =A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
32
41

B
1 0 2
5 1 6

− −

    
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

AB，求 ． 

解  矩阵 为 2 行 2 列矩阵，矩阵 为 2 行 3 列矩阵，矩阵 的列数与矩阵 的行数

相等，故 与 能够相乘，由矩阵乘法定义（见式(2.4)）可得 
A B A B

A B

AB = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
32
41 1 0 2

5 1 6

− −

    
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

=  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×+−××+××+−×
×+−××+××+−×

63)2(2130253)1(2
64)2(1140154)1(1

= ． 
19 4 22

13 3 14

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

例 6  已知 = ， = ，求 与 ． A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
101
010

A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

c
b
a

AB BA

解  为 2 行 3 列矩阵，B 为 3 行 1 列矩阵， 的列数等于 的行数，故 与A A B A B能够

作乘法．由式(2.4)有 

AB = = ； ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
101
010

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

c
b
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ca
b

而 没有意义（因为 的列数不等于 的行数）． BA B A

例 7  已知 =A
1 1

1 1

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， =B
1 1

1 1

  −

−   
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，求 与 ． AB BA

解  矩阵 ，A B 均为二阶方阵，由矩阵乘积的定义 

AB = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

11
11 1 1

1 1
  −

−   
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ； =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

22
22 BA

1 1
1 1

  −

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦  

1 1

1 1

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ． 
0 0

0 0
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

O

例 6 与例 7 说明：（1）矩阵乘法不满足交换律—— 有意义，BA未必有意义，即使

与 都有意义， 与 也未必相等；（2）矩阵 与矩阵 都不是零矩阵，但它们的乘

积矩阵可能为零矩阵，因此由 = 不能得出矩阵 和

AB AB
BA AB BA A B

AB O A B 至少有一个为零矩阵的结论． 
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例 8  设 = ， =A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
11
00

B
4 1
3 2

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

， = ，求 和 ． C ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
04
13 AB AC

解  =AB
0 0

1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

4 1
3 2

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ， = = ． ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
17
00

AC ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
11
00

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
04
13

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
17
00

在例 8 中，矩阵 ≠B C ，但乘积矩阵 =AB AC ．这一事实表明，矩阵乘法不满足消去

律，即由 和=AB AC ≠A O ，不能推出 =B C ． 
可以证明矩阵乘法满足以下运算律： 
（1） ( )AB C = ( )A BC （结合律）； 
（2） ( ) =+ +A B C AB AC ； )( + = +B C A BA CA（分配律）；  
（3） 为常数）； ( ) ( ) ( )k k= =AB A B A Bk （

×

k
（4） ． m m n m n n m n× ×= =E A A E A

2．方阵的幂 

设 是A n 阶方阵， k 为自然数， k 个 的连乘积A AA A 称为 的A k 次幂，简称方阵的

幂，记作 ． kA
规定 0A = E ． 

方阵的幂有如下性质： 

（1） lk l k （其中 k ， 为自然数）； l+=A A A

（2） ( )k l kl=A A （其中 ， l 为自然数）． k
思考：在数的运算中，( ) ，这一性质对于矩

与 ，式子 ( ) 总能成立吗？为什么？ 

k k kab a b=
kB k k=AB A B

例 9  试求（1）
21 2

1 3
  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

；（2） ⎢ ⎥

53 2
3

4 3
    

− −
⎡ ⎤

⎣ ⎦
；（）

解  （1） =
21 2

1 3
  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2
1 3

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2
1 3

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
1 8

4 7

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

；

（2）因为 ，所以 
3 2 3 2 1 0
4 3 4 3 0 1

        
=

− − − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎦

5 2 23 2 3 2 3 2 3
4 3 4 3 4 3 4

               
=

− − − − − − − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

 

个
k

阵成立吗？即对于两个 n阶方阵 A

． 
1 10
0 1

n

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2 3 2
3 4 3

     
=

− −
⎤ ⎡ ⎤
⎥ ⎢ ⎥
⎦ ⎣ ⎦

； 
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（3）用数学归纳法： 

当 时，2=n 2A =
1 10 1 10
0 1 0 1    

1 20
0 1

=
  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 10 2

0 1

×
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

假设当 时，有kn = kA = 成立，则当
1 10
0 1

k

=
  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 10

0 1

k⎡ ⎤
⎢
⎣ ⎦

⎥ 1+= kn 时，有 

1k +A =
11 10

0 1

k +

=
  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 10
0 1

k

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 10
0 1  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 10 1 10
0 1 0 1

k
=

  
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
10

)1(101 k

综上可得：
1 10 1 10
0 1 0 1

n n
 

=
   

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎦
． 

矩阵乘法虽然复杂，却有其实际意义．例如，某钢厂生产 3 种碳钢，其产量见表 2-2．若

每个季度每吨产品的原料费及加工费如表 2-3 所示，则年度内 3 种碳钢的总原料费和总加工

费便可用矩阵乘法求得： 
表 2-2 

    季度 
品种 

1 2 3 4 

1 11a  12a  13a  14a  

2 21a  22a  23a  24a  

3 31a  32a  33a  34a  

表 2-3 
    费用 
季度 原料费 加工费

1 11b  12b  

2 21b  22b  

3 31b  32b  

4 41b  42b  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4241

3231

2221

1211

bb
bb
bb
bb

= ． 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∑∑

∑∑

∑∑

==

==

==

4

1
23

4

1
13

4

1
22

4

1
12

4

1
21

4

1
11

k
kk

k
kk

k
kk

k
kk

k
kk

k
kk

baba

baba

baba

（产量矩阵）     （单位费用矩阵）    （总费用矩阵） 
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2.2.4  方阵的行列式 

定义 2.6  方阵 = 的所有元素保持各自的位置不变所构成的行列 A
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

式叫做方阵 的行列式，记作A A 或de ，即 tA

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

=A ． 

方阵的行列式具有以下性质（设 为 阶方阵， 为常数）： ，A B n k

（1） TA = A ； 

（2） kA = nk A ； 

（3） =  AB A B ． 

由于矩阵乘法不满足交换律，故对任意两个 阶方阵 ，式子 未必成立．但

由方阵的行列式性质（3）知，

n 和A B =AB BA

=AB A B = =B A BA ，即对任意两个 阶方阵 ，

总有

n 和A B

AB = BA ． 

例 10  设矩阵

1 4 2 3 0 0
0 2 6 8 1 0
0 0 5 5 11 2

−     

=   =     

  −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣

，A B

⎦

，试求 AB ． 

分析  如果先求 ，再求AB AB ，计算量较大，而利用性质（3），不求 ，通过求AB A

和 B 来计算 AB ，可使计算大大简化． 

解  =AB A B =
1 4 2 3 0 0
0 2 6 8 1 0

0 0 5 5 11 2

−     

      

  −

     = 60213521 =×××× ))(( ． 

例 11  设 A 是 阶方阵n ( )ija=A 的行列式， A 的各个元素的代数余子式 所构成的

如下方阵 
ijA
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11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A A A
A A A

A

A A A

 

称为矩阵 的伴随矩阵．试证明：A ∗ ∗= =AA A A A E ． 

证明  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

AA

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A A A
A A A

A A A

 

76、行列式性质

0 0

0 0

0 0

E=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A

A
A

A

． 

同理可证 ∗ =A A A E ． 

2.2.5  矩阵的转置 

定义 2.7  将矩阵 的行改写为同序数的列所得到的矩阵，称为矩阵 的转置矩阵，记

为 或 ． 
A A

TA ′A
由转置矩阵的定义可知，若 为 矩阵： A nm×

A = ， 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

则 为 矩阵： TA nm×

TA = ． 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnnn

m

m

aaa

aaa
aaa

21

22212

12111



34                                     第 2 章  矩阵 

比如，若
1 0 2
1 3 4

  
=

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ，则
T

1 1
0 3
2 4

−

=   

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ． 

矩阵的转置有如下性质： 
（1） = ； T T( )A A
（2） T( )+A B = + ； TA TB

   （3） = （ 为常数）； T( )kA TkA k
（4） = ． T( )AB T TB A
性质（1）～（3）由定义容易证得，这里我们仅证明性质（4）． 

设 为A sm× 矩阵，B 为 ns × 矩阵，则 为AB nm× 矩阵， 为 矩阵；而 为T( )AB mn × TA

ms × 矩阵， 为TB sn× 矩阵，故 为T TB A mn× 矩阵，即 T( )AB 与 为同型矩阵． T TB A
若记 的第 行第 列元素为 ， 的第 i 行第 列元素为 ，则 为 的

第 行第 列元素，故 为 第 行 与 的第 列 对应元素乘积之和，

即 

T( )AB i j ijc T TB A j ijd ijc AB

j i ijc A j )( 21 jsjj aaa B i
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

si

i

i

b

b
b

2

1

ijc = ． sijsijij bababa +++ 2211

而 为 的第 行 与 的第 列 对应元素乘积之和，即 ijd TB i )( siii bbb 21
TA j

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

js

j

j

a

a
a

2

1

ijd = = = ， jssijiji ababab +++ 2211 sijsijij bababa +++ 2211 ijc

从而矩阵 与矩阵 为对应元素相等的同型矩阵，故 = ． T( )AB T TB A T( )AB T TB A

例 12  设 =A
0 1 3
1 1 2
1 2 1

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，B =

1 1
3 1
2 2

−

  

  

⎡ ⎤
⎢
⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎥

T，（1）求： ；（2）验证 = ． T，A B T( )AB T TB A

解  （1） =TA
0 1 1
1 1 2
3 2 1

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  
， = ； TB

1 3 2
1 1 2

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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（2）因为 =AB
0 1 3
1 1 2
1 2 1

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1
3 1
2 2

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

9 7

2 2

9 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，所以 =T( )AB
9 2 9

7 2 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

； 

而 

T TB A =
1 3 2
1 1 2

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 1 1
1 1 2
3 2 1

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=
9 2 9

7 2 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 

故 = ． T( )AB T TB A

定义 2.8  设 为 阶方阵，若 ，则称 为对称矩阵；若 ，则称 为

反对称矩阵． 

A n T =A A A

)
)

A T = −A A

n阶方阵 为对称矩阵的充分必要条件是 ； 阶方阵 为反对

称矩阵的充分必要条件是 ，当

A ( 1 2ij jia a i j n= =, , , , n A

( 1 2ij jia a i j n= − =， , , , ji = 时， 0=iia ． 

例如，

2 1 0

1 3 4
0 4 2

  

=   

−

⎡ ⎤
⎢
⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ⎥
⎥

⎥
⎥

是对称矩阵，它的元素关于主对角线对称 ；而矩阵

= 的转置矩阵 =

)( jiij aa =

B
0 1 3
1 0 2
3 2 0

    

− −

−   

⎡ ⎤
⎢
⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

TB
0 1 3
1 0 2
3 2 0

− −

    

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= −B，故 是反对称矩阵，其主对角线上

的元素全为零，关于主对角线对称位置的元素互为相反数(

B

0ij ji iia a a= − =； )． 

对称矩阵是很重要的一类矩阵，后面我们将进一步介绍它的性质． 

习题 2.2 

1．设矩阵
1 3 4
2 2 1

    
=

− −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ， ，求：（1）
3 0 1
2 1 4

  
=

−
⎡ ⎤
⎢
⎣ ⎦

B ⎥ + ；A B （2） − ；A B （3）  2 3− ．A B  

2．已知 
2 1 0

1 2 1

5 4 2

  

= −

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ，

0 1 2

1 4 3

1 2 0

    

=     

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B  

求满足关系式3 2− =A X B 的 X ． 
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3．计算下列矩阵的乘积： 

（1） ；      （2）
1 2 2 3 0

2 1 1 1 4

    

− −

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

  
⎤
⎥⎦

1 2 1
1 2 1

0 1 1
2 2 0

1 2 3

    
−

− −
  

−   

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  ； 

（3） ． 4 1 2 3 0 3
2 1 0 1 2 1

  −

−   
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

    
⎤
⎥
⎦

4．已知
1 1

0 1

−
=

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ， ，求：（1） ； （2） ． 
0 1

1 0

  
=

−

⎡ ⎤
⎢⎣ ⎦

B ⎥
2( )AB 2 2A B

5．设矩阵

2 3 1

0 4 5

0 0 1

−

=   

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A

2 3 1

1 0 1

4 5 2

−   

=   −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B ，试求
T
，B AB ． ，

6．设 为A n阶方阵，试证明
T+A A 必为对称矩阵． 

2.3  逆 矩 阵 

在数的运算中，若 1== baab ，则称 ab为 的倒数．那么，在矩阵乘法中，对于给定的

矩阵 A，能否找到矩阵 ，使B = =AB BA E 呢？这便是矩阵的求逆问题． 
本节讨论的矩阵均为 阶方阵． n

2.3.1  逆矩阵的定义 

定义 2.9  对于 阶方阵 ，如果存在一个 阶方阵 ，使得n A n B = =AB BA E ，则称矩阵

是可逆矩阵，并称 是 的逆矩阵，简称 的逆，记作A B A A 1−A ． 

例如，若
1 2 3 2
1 3 1 1

  −
= =

−   
⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

，A B
⎤
⎥
⎦
，则

1 0
0 1

= =
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

AB BA ，故 可逆，且 ． A 1−=B A

 由逆矩阵的定义可知，若 为 的逆，则 也为 的逆，即 与 互为逆矩阵． A B B A A B
可逆矩阵也叫满秩矩阵或非退化矩阵． 
由于单位矩阵 E 满足 EE = E ，所以单位矩阵 E 是可逆矩阵，且 1− =E E ． 
容易证明，可逆矩阵具有以下性质（假设 均为 阶可逆方阵）： ，A B n
（1） ； 1 1( )− − =A A
（2） 1 1( )− −= 1−AB B A ；
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（3） = ； T 1( )−A 1 T( )−A

（4） 1 11
( )k

k
− −=A A （ 0≠k 为常数）． 

性质（1）～（4）均可由逆矩阵的定义加以证明，作为练习请读者自己完成． 
 例 1  如果矩阵 可逆，则它的逆矩阵只有一个． A

证明  设 ， 都是 的逆矩阵，由逆矩阵定义可得 1B 2B A

1 1= =AB B A E ， 2 2= =AB B A E ， 

于是 

1B = 1 1 2 1 2 2( ) ( ) 2= = = =B E B AB B A B EB B ． 

例 1 表明：如果矩阵 是可逆的，则它的逆矩阵是惟一的．这是可逆矩阵的一条性质． A

2.3.2  逆矩阵的求法 

定理 2.1  阶方阵 可逆的充分必要条件是 的行列式n A A A 0≠ ，且当 可逆时， A

1 1− = *

| |
A

A
A ，                            (2.5) 

其中 为 的伴随矩阵，即∗A A
11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A A A
A A A

A

A A A

． 

证明  必要性：若矩阵 可逆，即 存在，则有 A 1−A
1− =AA E ， 

上式两边同时取行列式，可得 
|AA–1|=|A| |A–1|=|E|=1， 

因而 A 0≠ ． 

充分性：因为 ∗ ∗= =AA A A A E （见 2.2 节例 11），若 A 0≠ ，则可得 

1 1∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
A A A A

A A
E ， 

此即表明矩阵 可逆，并且 A
1 1

| |
− = *A A

A
． 

    上述定理不仅说明了方阵可逆的条件，并且在方阵可逆的情况下，给出了用伴随矩阵
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求逆矩阵的方法． 
例 2  求矩阵 

0 1 0
1 0 1
1 0 2

−

=   

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

的逆矩阵． 

解  因为

0 1 0
1 0 1
1 0 2

−

=   

  

 A =1 0≠ ，故 可逆．又 A

11

0 1
0

0 2
= = ，A           12

1 1
1

1 2
= − = −

  

  ，A         13

1 0
0

1 0
= =  ， A  

21

1 0
2

0 2
−

= − =
  

，A   22

0 0
0

1 2
= =  ，A   23

0 1
1

1 0
−

= − =
  

  ，A −  

31

1 0
1

0 1

−
= =

  
A − ，       

32

0 0
0

1 1
= − = ，A    33

0 1
1

1 0
−

= =
  

，A  

故 

∗A = ， 
0 2 1
1 0 0
0 1 1

    −

−     

  −   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

于是 

1 *

0 2 1
1

1 0 0
| |

0 1 1

−

    −

= = −     

  −   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A A
A

． 

例 3  设矩阵 为 阶方阵，若矩阵 也是 阶方阵，且A n B n =AB E ，则矩阵 可逆，且

． 
A

1−=B A
证明  因为 =AB E ，故 1= = =AB A B E ，从而有 0≠A ，于是由定理 2.1 知矩阵

可逆，且 

A

1 1 1( ) ( )− − −= = = = = 1−B EB A A B A AB A E A ． 

例3表明，对于方阵 ，只须找到它的一个同阶方阵 ，使之满足 ，便可证明

可逆，并且

A B =AB E
A 1−=B A ． 
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例 4  设方阵 满足等式 A
2 3 10− − =A A E O ， 

求证： 和 都可逆，并求它们的逆矩阵． A 4−A E

证明  由 2 3 10− − =A A E O ，得 

( 3 ) 10− =A A E E ， 
即 

1
( 3 )

10
− =⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

A A E E ， 

所以 可逆（由本节例 3 可得），且 A
1− =A 1

( 3
10

− )A E ． 

再由 ，得 2 3 10− − =A A E O
( 4 )( ) 6− + =A E A E E ， 

即 
1

( 4 ) ( )
6

− + =⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A E A E E ， 

所以 可逆，且 4−A E
1 1( 4 ) (

6
−− = + )A E A E ． 

2.3.3  逆矩阵的应用 

逆矩阵可以用于求解某些矩阵方程——对于矩阵方程 =AX B ，其中 为已知矩

阵，

，A B

X 为未知矩阵，当 为可逆方阵时，方程两端同时左乘A 1−A 可得
1−=X A B ． 

例 5  已知 =AX B ，其中 
1 1 2
0 1 1
2 1 0

−   

=   −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ，

1 0
2 1
3 1

  

= −

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B ， 

求未知矩阵 X ． 

    解  由于 A =

1 1 2
0 1 1 1
2 1 0

−   

0  − = − ≠

    

  ，因此 可逆，易求A 1−A
1 2 1
2 4 1
2 3 1

− −   

=     −

    −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 
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用
1−A 左乘 =AX B的两端可得 

1 1− −=A AX A B ， 
于是  

1−= =X A B
1 2 1
2 4 1
2 3 1

− −  

    −

    −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 1 0
2 1
3 1

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

2 3
7 5
5 4

−   

  −

  −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

逆矩阵也可用于解某些线性方程组． 
若记线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =

+ + + =

+ + + =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

   

 

 

，

，

m

 

的系数矩阵为 

=A

       
      

11 12 1

21 22 2

1  2  

    
      

       
  

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦ 

， 

未知数矩阵为 

=X
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nx

x
x

2

1

， 

则 

AX =

        

11 12 1

21 22 2

1    2  

 

    
   

     
    

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mx

x
x

2

1

=

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + +

n

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

． 
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若记方程组常数项矩阵为 

=B
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mb

b
b

2

1

， 

由于矩阵 AX 与矩阵B均为 矩阵，相应位置元素相等，由矩阵相等定义可得 1×m
=AX B ．                              

对于代数方程 bax = ，当 0≠a 时，它的解为 bax 1−= ．与此相类似，对于线性方程组

，若其系数矩阵 为方阵，且 存在，将其左右两端同时左乘 ，便可求得方

程组的解为

=AX B A 1−A 1−A
1−=X A B ． 

例 6  用逆矩阵解线性方程组 
           

                                                                   

     

1 2 3

2 3

1 2

2 1
2

2 3

x x x
x x

x x

− + =

− =

+ =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩ ．

，

，

           

 

    解  设 
1 1 2
0 1 1
2 1 0

−   

=   −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ，

1

2

3

x
x
x

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X ，

1
2
3

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B ， 

则原方程组可表示为 
=AX B ． 

由例 5 知 可逆，且A 1−A

1 2 1
2 4 1
2 3 1

− −   

=     −

    −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，故有 

                        1−= =X A B
1 2 1
2 4 1
2 3 1

− −   

    −

    −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
2
1 2

7
5

−

=   

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

而

1

2

3

x
x
x

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X ，根据矩阵相等的定义，得方程组的解为

  1

2

3

2
7
5

x
x
x

= −

=

=

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 ，

，

．
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习题 2.3 

1．求下列矩阵的逆矩阵：   

（1） ；  （2）
5 4

9 7
⎡
⎢⎣ ⎦

⎤
⎥

1 1 0

1 2 1

2 2 3

  −

−   

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

；  （3）
1 2 2
2 1 2
2 2 1

    

  −

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

2．解下列矩阵方程： 

（1）
2 1

7 4
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2
5 0

  
=

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

X ；（2）
1 2 3 1 3 0

3 2 4 0 2 5

2 1 0 1 4 1

  −   −

  − =     

−   −   

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X ． 

3．用逆矩阵解线性方程组： 

（1）     （2）  
  

 

1 3

1 2 3

1 2 3

 2     5
2
3 2 1

   x x
x x x
x x x

+ =⎧
⎪ − − =⎨
⎪− + + =⎩

 

             

，

，

．

1

A 1

     

1 2

1 2 3

1 2 3   

4 5      7
2 3 2 10

0

 x x
x x x
x x x

− =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ − + =⎩

，

，

．

  

  

   

   

            

  

 

4．假设 均为 阶可逆方阵，试证明： ，A B n
（1） ；                   （2）1 1( )− − =A 1 1( )− − −=AB B A ；         （3） ( = ( ； T 1)−A )−A 1 T

（4） 1 11( ) （k
k

− −=A A 0k ≠ 为常数）；    （5） 1 1− =A
A ． 

*2.4  分 块 矩 阵 

将矩阵 用若干条纵线和横线分成许多小矩阵，每一个小矩阵称为 的子块，以子块

为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵． 
A A

例如将 43× 矩阵 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
a a a a
a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

分成子块的方法很多，下面举出两种形式： 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
a a a a
a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a
a a a a
a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

（ⅰ） ；（ⅱ） ． 
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分法（ⅰ）可记为 

11 12

21 22

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

A A
A

A A
， 

其中 ， ，11 12
11

21 22

a a
a a

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
A 13 14

12
23 24

a a
a a

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
A [ ]21 31 32a a=A ， [ ]22 33 34a a=A 是 的  A

子块， 是以这些子块为元素的分块矩阵． A
分法（ⅱ）可记为 

11 12 13

21 22 23

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

A A A
A

A A A
， 

    请读者写出它的各个子块． 
    注意：在划分矩阵时，横线和竖线都要贯穿整个矩阵． 

分块矩阵的运算规则与普通矩阵的运算规则相类似，分别说明如下： 
分块矩阵的加法  设矩阵 与 是同型矩阵，采用相同的分块法得 A B

11 1

1

r

s sr

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A A
A

A A

，
11 1

1

r

s sr

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B B
B

B B

， 

其中 和ijA ijB 是同型矩阵，则 

11 11 1 1

1 1

r r

s s sr sr

+ +

+ +

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A B A B

A B A B
A B ． 

    分块矩阵的数乘运算  设
11 1

1

r

s sr

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A A

A A
A k， 为常数， ijA 为 的子块，则 A

11 1

1

r

s sr

k k
k

k k

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A A
A

A A
． 

分块矩阵的乘法  分块矩阵的乘法，就是把矩阵的子块看成它们的元素，再按矩阵的

乘法进行运算，但要求相乘的子块乘积有意义．具体表述为：设 为A lm× 矩阵，B 为

矩阵，若 ， 的分块形式如下： 
nl ×

A B
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11 1

1

t

s st

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A A
A

A A

，
11 1

1

r

t tr

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B B
B

B B

， 

即 分成的“条数”和 分成的“层数”相等（都为A B t ），且 1iA , 2i , ,A itA ( 1 2 )i s= , , , 的

列数分别等于 1 jB , 2 j , ,B tjB ( 1 2j )r= , , , 的行数，则 

11 1

1

r

s sr

⎡ ⎤
⎢= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C C
AB C

C C

⎥

rB

，                        (2.6) 

其中C A ． 
1

( 1 2 1 2 )
t

ij ik kj
k

i s j
=

= = =∑ , , ,； , , ,

    例 1  设 

1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 0
1 1 0 1

  

  
=

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ，

1 0 1 0
1 2 0 1
1 0 4 1
1 1 2 0

    

−   
=

    

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B ，求 ． AB

解  把 分块成 ，A B

1

1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 0
1 1 0 1

  

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥

1 0 1 0
1 2 0 1
1 0 4 1
1 1 2 0

    

−   O
= =

⎡ ⎤⎥ =
    

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B = 11

21 22

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B E
B B

， ⎢ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

E

A E
A ，

⎢ ⎥
⎣ ⎦

则 

=AB
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

E O
A E

11

21 22

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B E
B B

11

1 11 21 1 22

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

B E
A B B A B

， 

而 

1 11 21+ =A B B
1 2
1 1

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0
1 2

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0
1 1

    
+

− −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3 4
0 2

−
=

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0
1 1

    
+

− −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ， 
2 4

1 1

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 22+A B
1 2
1 1

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= + ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
02
14

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

13
33
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于是 

=AB

1 0 1 0
1 2 0 1
2 4 3 3
1 1 3 1

  

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

分块对角矩阵  设 为 阶方阵，若 能够分块成如下形式：  A n A

A

1

2

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A O O
O A O

O O A

， 

其中主对角线上的子块 ( 1 2 )i i k= , , ,A 都是方阵，其余子块都是零矩阵，则称 为分块对

角矩阵或准对角阵． 
A

例如矩阵 
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 4 9
0 0 3 7

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ， 

因为其可以分块成 
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 4 9
0 0 3 7

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A 1

2

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

A O
O A

， 

其中 均为方阵，故 为分块对角矩阵． 
1 2

1 0 4 9
0 2 3 7

= =
⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

,A A
⎤
⎥
⎦

A

    实际上， 采取如下分块形式也能够说明它是分块对角矩阵 A

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 4 9
0 0 3 7

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A =
1

2

3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A O O
O A O
O O A

， 
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其中A1=[1]，A2=[2]， ． 3

4 9
3 7

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A

分块对角矩阵

1

2

k

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A O O
O A O

O O A

A 具有下列性质： 

（1） A 1= A 2A kA ； 

（2）若 可逆，则 可逆，且 ( 1 2 )i i = ，， ，A k

⎥

⎥

A
1

1
1

2

1

1

k

−

−

−

− =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A O O

O A O

O O A

A ．                       (2.7) 

例 2  设 ，求：（1）

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 4 9
0 0 3 7

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A A ；（2） 1−A ． 

解  因为 是分块对角矩阵，将其分块为 A

1 0 0 0
0 2 0 0

0 0 4 9
0 0 3 7

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A
1

2

3

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A
A

A

， 

其中A1=[1]，A2=[2]， ，则 
3

4 9
3 7

=
⎡ ⎤
⎢
⎣ ⎦

A ⎥

（1） A = 1 2 3 1 2 1 2= × × =A A A ； 

（2）因为 [1]，1
1
− =A 1

2

1
2

− = ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ， 1
3

7 9
3 4

− −
=

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ，于是由式(2.7)得 
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1
1

1 1
2

1
3

1 0 0 0
1

0 0
2

0 0 7 9
0 0 3 4

−

− −

−

0

    

    
= =

  −

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

A
A A

A

． 

习题 2.4 
1．用分块矩阵法求矩阵 与 的乘积，其中 A B

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0

0 1 0

b

b

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ，

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

c

c

d

d

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B ． 

2．设 

2 1 0 0 0

7 4 0 0 0

0 0 5 3 0

0 0 3 2 0

0 0 0 0 6

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ， 

求：（1） A ，（2） 1−A ． 

2.5  矩阵的初等变换 

矩阵的初等变换是对矩阵进行的一种等价变形．利用矩阵的初等变换可以求可逆矩阵

的逆矩阵，也可以求矩阵的秩．后面我们还将用矩阵的初等变换求向量组的秩和极大线性

无关组，以及解线性方程组．可以说，从这一节开始，矩阵的初等变换便成了我们解决问

题最常用的手法和最有力的工具之一． 

2.5.1  矩阵的初等变换与初等矩阵 

矩阵的初等变换分为对行的初等变换和对列的初等变换． 
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定义 2.10  以下三种变换称为矩阵的初等行（列）变换： 
（1）互换变换：互换矩阵两行（列）的位置（互换第 行与第 行，记作 ，互

换第 i 列与第 列，记作

i j ji rr ↔
j ji cc ↔ ）； 

（2）倍乘变换：用一个不等于零的数乘以矩阵某一行（列）的所有元素（数 k 乘以第 i
行，记作 ，数 乘以第 列，记作 ）； irk × k i ick ×

（3）消去变换：把矩阵某一行（列）的所有元素乘以不等于零的数 k 以后，加到另一

行（列）的对应元素上（第 行的 倍加到第 行上，记作i k j ij rkr ×+ ，第 列的 倍加到第

列上，记作 ）． 
i k

j ij ckc ×+
例如 

  2 1( 2)

1 2 0 3
2 1 1 4
0 1 4 5

r r+ − ×

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎯⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 3

1 2 0 3
0 5 1 2
0 1 4 5

r r↔

    

− −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 0 3
0 1 4 5
0 5 1 2

    

    

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

矩阵行的初等变换和列的初等变换统称为矩阵的初等变换． 
    注意：矩阵 经过初等变换化为 ，则表示为 ，并把所用的变换方法写在“→”

的上面或下面（如上例），而不能表示为

A 1A 1→A A
1=A A ，因为一般情况下，经过初等变换得到的矩

阵与原矩阵已经不再相等． 
 定义 2.11  单位矩阵 E 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵，简称初等阵． 

根据矩阵初等变换及初等矩阵的定义可知，初等矩阵有以下三种： 

( )

( )

1

0        1

1 0

1

i j

i

j

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

( , )

第 行

第 行

    E
， 

( )

1

1

1

1

i k ik

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

( ( )) 第 行 ， E   
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( ( ))i j k+ =E
( )

( )

1

1

1

1

i

j

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

第 行

第 行

， 

其中 i j( , )E 为互换 E 的第 i 行和第 行所得矩阵； 为将j i k( ( ))E E 的第 i 行乘以常数 所得矩

阵； 为将

k

i j k+( ( ))E E 的第 行乘以常数 加到第 i 行上所得矩阵． j k

由方阵行列式定义及行列式的性质易得 i j =( , )E − 1， i k k=( ( ))E ， 1i j k+ =( ( ))E ，从而

可知初等矩阵均为可逆矩阵．由初等变换的可逆性易得，它们的逆矩阵也为初等矩阵． 

作为练习，请读者求出 3 个初等矩阵的逆矩阵． 

初等矩阵与初等变换有着密切的联系，下面的定理说明了这一点． 
定理 2.2  设 是一个 矩阵，对 施行一次初等行变换，相当于用一个 阶初等

矩阵左乘矩阵 ；对 施行一次初等列变换，相当于用一个 阶初等矩阵右乘矩阵 ． 
A nm× A m

A A n A
例如 

A =
1 2 1
0 3 4

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎯⎯⎯ →⎯ ×−+ 12 )2( rr
1 2 1
2 1 6

    −

− −   
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 

而 

2 1 2( ( ))+ −E A =
1 0
2 1

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2 1
0 3 4

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
1 2 1
2 1 6

    −

− −   
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

再比如 

A =
1 2 1
0 3 4

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ ↔ 21 cc

2 1 1
3 0 4

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 

而 

1 2( , )AE = =
1 2 1
0 3 4

−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
001
010 2 1 1

3 0 4
−

  
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

定义 2.12  矩阵 如果满足如下条件： A
（1）从第一行起，每行第一个非零元素前面“0”的个数逐行增加； 



50                                     第 2 章  矩阵 

（2）如果有零行（元素全为零的行），零行一定在矩阵的最下端： 

则称其为行阶梯形矩阵． 

例如，在下面的矩阵中， 

（ⅰ） ，（ⅱ） ，（ⅲ）

1 2 1 0
0 3 0 1
0 0 5 6
0 0 0 0

  

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 1 0 2
0 2 3 5
0 0 0 2

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1 3 4
0 1 5 2
0 2 1 1
0 0 0 0

−   

    

  −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，   

（ⅰ）、（ⅱ）是行阶梯形矩阵，而（ⅲ）不是行阶梯形矩阵． 
矩阵（ⅰ）、（ⅱ）的“零区域划分曲线”（虚线）形象地描述了它们的“阶梯形”． 
注意：行阶梯形矩阵的零区域划分曲线向右每次可以前进若干步，但纵向每次只能下

降 1 步，例如矩阵（ⅲ）的零区域划分曲线由于一次下降了 2 步，故它不是行阶梯形矩阵． 
定理 2.3  任意一个非零矩阵，总可以通过行的初等变换化为行阶梯形矩阵． 
定理 2.3 的结论非常重要，但其证明过程比较复杂，在此我们仅用下面的例子验证它． 

1 2 1 3 1
2 1 0 1 2
2 5 4 8 3
1 1 1 1 2

  − −   −

  −     −
=

− − −     

      − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ⎯⎯ →⎯ −
+
−

14
13
12

2
2

rr
rr
rr

1 2 1 3 1
0 3 2 5 0
0 9 6 14 1
0 3 2 4 1

− −   −

    −   

− −   

    − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

       ⎯⎯ →⎯ −
+

24
23 3

rr
rr

1 2 1 3 1
0 3 2 5 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

− − −

    −   

    −   

      −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ + 34 rr

1 2 1 3 1− −   −⎡ ⎤
0 3 2 5 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

    −   

    −   

        

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

读者可以随意写出一个非零矩阵，并用矩阵行初等变换把它化成行阶梯形矩阵． 
注意：如果所给矩阵第一行的第一个元素是零，而第一列存在非零元素，则可将这个

元素所在的行与第一行互换，然后再按照从上到下、从左到右的顺序，利用行的初等变换，

将矩阵的左下部分化出“足够多”的“0”来，直到将所给矩阵化为行阶梯形矩阵． 
推论  任意一个可逆矩阵，总可以通过行的初等变换化为单位矩阵． 

*证明  设矩阵 为任意一个可逆矩阵，则 必为非零矩阵，故由定理 2.3 知， 可以

经过行的初等变换化为行阶梯形矩阵，设其为 ．而由定理 2.2 知，对 进行一次行的初

等变换，相当于对矩阵 左乘一个初等矩阵，于是存在有限个初等矩阵

A A A
B A

A 1 2 t, , ,P P P ，使得 
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1 2 1t t − =P P P P A B ． 

上式两边取行列式可得 

1 2 1 1 1t t t t− −= =P P P P A P P P A B ． 

因为 均为可逆矩阵，故1 2 t, , , ,P P P A 1 t, , ,P P A 都不为零，从而 0≠B ，于是 不能

有零行，而其为行阶梯形矩阵，故其必为上三角形矩阵，且主对角线元素均不为零．设 

B

11

22

nn

b
b

b

∗ ∗⎡ ⎤
⎢ ⎥∗⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B ， 

显然 可以通过行的初等变换化成单位矩阵． B
若矩阵 经过有限次初等变换得到矩阵 ，则称矩阵 与矩阵 等价，记作 ．于

是定理 2.3 及其推理的等价说法是：任意一个非零矩阵都等价于某个行阶梯形矩阵；任意一

个可逆矩阵都等价于同阶的单位矩阵． 

A B A B ≅A B

定理 2.4   设 为可逆矩阵，则存在有限个初等方阵A 1 2 t, , ，P , P P 使得 

1 2 t=A P P P ． 

证明  因为 可逆，由定理 2.3 的推论知，A可以通过行的初等变换化为单位矩阵．而

由定理 2.2 知，对 施行一次行的初等变换，相当于对 左乘一个初等矩阵，于是有 

A
A A

                              2 1t =Q Q Q A E ，                            (2.8) 

其中 为初等矩阵． ( 1 2i i = , , ,Q )t

)t )t )t
1

1

因为 为初等矩阵，故 可逆，且 也为初等

矩阵．将式(2.8)左右两端依次左乘 ，得 

( 1 2i i = , , ,Q ( 1 2i i = , , ,Q 1( 1 2i i− = , , ,Q
1 1

1t t
− − −

−, , ,Q Q Q
1 1 1

1 2 t
− −= −A Q Q Q ，                           (2.9) 

记 1
i i

−=P Q ( 1 2i t= , , , )，则 

1 2= tA P P P ， 
即可逆矩阵可以表示为有限个初等矩阵的乘积． 

2.5.2  用初等变换求逆矩阵 

由定理 2.4，若 A 为可逆矩阵，则存在有限个初等方阵 1 2 t, , , ，P P P 使得 
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1 2 t=A P P P ， 

于是 
1 1

1 2( )t
− −=A P P P = 1 1

1 1t t
1− − −

−P P P ， 

从而 
                      1 1 1

1 1t t
− − −

−P P P A = 1− =A A E ，                      (2.10) 

                    1 1 1 1
1 1t t

− − −
− = ．−P P P E A                           (2.11) 

式(2.10)表明： 经一系列初等行变换可化为A E ；式(2.11)表明： E 经过同样的初等行

变换则化为 ．综合式(2.10)与式(2.11)可得 1−A
                                           (2.12) 1 1 1 1

1 1 (   ) (   )t t
− − − −

− = ．P P P E E AA

式(2.12)的含义为：将单位矩阵 E 并排放在矩阵 的右侧，对 nA n2× 矩阵 ( 施行初

等行变换，当把 变成单位矩阵

)A  E
A E 时，原来的单位矩阵 E 就变成了

1−A ．这便是求逆矩阵

的初等行变换法． 
一般求阶数大于 3 的矩阵的逆矩阵时，都采用初等行变换法，而较少使用伴随矩阵法． 

例 1  求方阵 

A =  
0 1 0
1 0 1
1 0 2

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

的逆矩阵． 
解  用矩阵的初等行变换法 
 

[ ] =  A E
0 1 0 1

0

0

0
1 0 1 1 0

1 0 2 0 1

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ ↔ 21 rr

1 0

0 1 0 0 0

1 0 2 0 1

  

−

  

0 1 0 1 0

1

0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1

  

  

−

 

0
1
0

  

−

  

⎯⎯ →⎯ −
×−
13

2)1(
rr

r
1 0 1⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1

0
1
0

    −

−     

  

⎯⎯→⎯ − 31 rr

1 0 0

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

…
…

…
…

 
…

…
…

…
 

…
…

…
…

 
…

…
…

…
 

故 

1

0 2 1
1 0 0
0 1 1

−

    −

= −     

  −   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ． 

这与 2.3 节例 2 的结论是一致的． 
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习题 2.5 

1．写出初等矩阵 的逆矩阵． 
( , ) ( ( )) ( ( ))i j i k i j k+

， ，E E E

2．用初等行变换法化下列矩阵为行阶梯形矩阵： 

（1）  ； （2） ； （3）
1 3 2

2 0 1

1 4 5

−

  

  

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥

1 1 2 0

0 1 1 4

1 2 2 3

2 2 5 1

−

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2 3 1 4

0 1 1 5 3

1 2 2 4 6

1 2 3 1 3

−   −   

  −     

        

      −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

3．用初等行变换法求下列矩阵的逆矩阵： 

（1） ； （2） ；   （3）
1 1 1

1 1 2

1 0 1

  −

    −

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

0 2 1

1 1 2

1 1 1

    −

      

− − −

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥

1 1 1 1

1 1 1 0

1 1 0 0

1 0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

； （4） ． 

1 0 0 0

2 1 0 0

3 2 1 0

4 3 2 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2.6  矩 阵 的 秩 

每个矩阵都具有惟一确定的秩，矩阵的秩是给定矩阵的固有特征．比如，以线性方程

组的系数和常数组成的矩阵，它的秩便是方程组中独立方程的个数．为此，我们引入矩阵

秩的概念． 

2.6.1  矩阵秩的概念 

定义 2.13  设 为A nm × 矩阵，任选 的 个行与 个列A k k ( min{ }k m≤ ， )n ，位于这些

行列交叉点的 个元素，不改变它们在 中所处的位置次序而组成的 阶行列式，叫做

的一个 阶子式． 

2k A k A
k

例如，矩阵 

=A
1 1 2 0
2 2 4 3
1 1 6 3

  −

−   

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

任选其两行两列，比如第 1 行、第 2 行和第 1 列、第 3 列，它们交叉点的元素所组成的行
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列式 
1 2
2 4

  

−  

 

就是 的一个二阶子式． A
    子式是一个行列式，当它的值不为零时，称其为非零子式．上面的二阶行列式就是 的

一个非零子式．容易验证， 的所有三阶子式都等于零，即 的非零子式的最大阶数为 2． 
A

A A
定义 2.14  设 A 为 nm × 矩阵，称 的非零子式的最大阶数A r 为矩阵 的秩，记作

或秩( )． 
A

( )R =A r A

由定义 2.14 知，矩阵 的秩为 2． =A
1 1 2 0
2 2 4 3
1 1 6 3

  −

−   

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

规定：零矩阵的秩为零． 
定义 2.14 的等价说法是：若矩阵 存在A r 阶非零子式，且 的所有A r +1 阶子式都等于

零，则称 r 为矩阵 的秩． A
例 1  求矩阵 

2 3 1 4 5
0 1 2 4 7
0 0 0 4 3
0 0 0 0 0

    

−   
=

  −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

的秩． 
解  易见， 的所有 4 阶子式都等于零，而 的三阶子式（选第 1、2、3 行，第 1、

2、4 列） 
A A

2 3 4
0 1 4
0 0 4

    

−   

  −

= 08)4()1(2 ≠=−×−× ， 

故 ． ( ) 3R =A

通过例 1 可以得出，行阶梯形矩阵的秩等于它的非零行数． 
这是因为，若行阶梯矩阵 有A r 个非零行，则选取这 r 个非零行及各非零行首个非零元

素（简称非零首元）所在的列组成的 r 阶子式，是一个主对角线元素均不为零的上三角形行

列式，故其为 的非零子式，而显然 的任意A A r +1 阶子式都等于零（最后一行元素全为零），

因此矩阵 的秩为A r ． 
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2.6.2  用初等变换法求矩阵的秩 

行阶梯形矩阵的秩通过观察即可得出，而一般矩阵的秩通过观察是无法得出的，通过

定义 2.14 求解往往又是非常麻烦的．通过下面的定理，我们可以得到一个较为简便的求矩

阵秩的方法． 
定理 2.5  初等变换不改变矩阵的秩，即等价矩阵的秩相等（证明略）． 
由于任意一个非零矩阵都可以通过行的初等变换化为行阶梯形矩阵（定理 2.3），而行

阶梯形矩阵的秩就是其非零行数，故由定理 2.5 可得求矩阵秩的一个简便方法：求一个非零

矩阵的秩，可以通过行的初等变换将矩阵化成行阶梯形矩阵，则行阶梯形矩阵的秩（非零

行数）就是所求矩阵的秩． 

例 2  求矩阵

1 0 1 2
2 2 3 1
4 2 1 5

−

=   

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A 的秩． 

解  对矩阵 施行初等行变换有 A
1 0 1 2
2 2 3 1

4 2 1 5

r r
r r

−
−

−

=   

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1

3 1

2
4A

1 0 1 2

0 2 5 3

0 2 5 3

−   

  −

  −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ − 23 rr

1 0 1 2
0 2 5 3

0 0 0 0

−   

  −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

由于所得阶梯形矩阵非零行数为 2，所以 ( ) 2R =A ． 

容易证明，矩阵 m n×A 的秩还具有以下性质： 

（1） T( ) ( )R R=A A ； 

（2）0 ( ) min{ }R m n≤ ≤ ，A ； 

（3）若 为 阶可逆矩阵，则 （故可逆矩阵又称为满秩矩阵）． A n ( )R =A n
例 3  设 为可逆矩阵， 为任意矩阵，若 有意义，则A B AB ( ) (R R )=AB B ． 

证明  因为 为可逆矩阵，由定理 2.4 知，必存在初等矩阵A 1 2, , , tP P P ，使得 
A = 1 2 tP P P ， 

所以 
=AB 1 2 tP P P B ， 

即 是 经过 次初等变换得到的矩阵． AB B t
由于初等变换不改变矩阵的秩，故 ( ) (R R )=AB B ． 

类似地可以证明，若 为可逆矩阵，则A ( ) (R R )=CA C ． 
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例 3 的结论可以作为定理直接使用． 

习题 2.6 

1．用定义求下列矩阵的秩： 

（1） ； （2）
0 0 2

1 0 0
⎡ ⎤
⎢⎣ ⎦⎥

[ ]2 1 3 4− ； （3）
1 2 1
3 1 0
5 3 2

  −

−   

  −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

； （4）
1 2   2 5

1 1 2 0

2 3 0 4

−

− −

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

2．用初等变换求下列矩阵的秩： 

（1） ； （2） ； （3）
1 2 1 0 2

2 1 3 1 3

1 7 6 1 3

  −   −

−     −

− − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 2 1
1 1 2
1 4 3

2 7 1

−   

  −

  −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 3 2 1 0

0 2 4 2 1

3 0 5 1 1

0 3 1 4 1

−   

    

  −

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

3．设 A 为 n 阶可逆矩阵，试证明 R(A)=n． 

2.7 本章学习指导 

2.7.1  教学基本要求 

1．理解矩阵的概念，了解几种常见的特殊矩阵． 

2．熟练掌握矩阵的线性运算、乘法运算，掌握各种运算的性质、规律，知道矩阵转置

及方阵行列式的概念． 

3．理解逆矩阵的概念，掌握矩阵可逆的充分必要条件、可逆矩阵的性质，以及用伴随

阵求可逆矩阵逆矩阵的方法． 

4．熟练掌握矩阵的初等变换． 

5．理解矩阵秩的概念，熟练掌握用初等行变换求矩阵的秩，以及求逆矩阵的方法． 

6．了解分块矩阵及其运算． 

2.7.2  考点提示 

1．矩阵的运算： 
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（1）矩阵的加法、数乘、矩阵乘法（含方阵的幂）； 
（2）方阵的行列式． 

2．逆矩阵： 
（1）矩阵可逆条件，用伴随矩阵法求矩阵的逆矩阵； 
（2）可逆矩阵的性质． 

3．矩阵的初等变换： 
（1）用初等变换求逆矩阵；  
（2）用初等变换求矩阵的秩． 

2.7.3  疑难解析 

1．行列式和矩阵有什么区别？ 
答  行列式和矩阵尽管在形式上都是“数表”，但它们却有着质的区别： 
（1）一个行列式实质上是一个算式，它按照一定的展开法则，最终对应着一个数或代

数式；而矩阵则是一个“整体”，矩阵进行加法、数乘以及求逆运算和初等变换的结果仍然

是同型矩阵，矩阵乘积结果还是矩阵． 
（2）任意行列式都对应一个值，因此，两个阶数不同的行列式的值可能相等，此时也

称这两个行列式相等；而两个矩阵相等要求它们必须是同型矩阵，且相同位置的元素相等． 
（3）行列式的数乘运算 kD 是以数k 乘以行列式 的某一行或某一列，而矩阵的数乘运

算 则是以数k 乘以矩阵 的每一个元素． 

D
kA A

2．解矩阵方程时，为什么有时左乘逆矩阵，有时右乘逆矩阵？ 
答  这是因为矩阵乘法不满足交换律．比如对矩阵方程 =AX B ，其中 为可逆矩阵，A

X 为未知矩阵，将上式左右两端同时左乘
1−A 可得

1−=EX A B ，而 =EX X ，从而可以求

出未知矩阵
1−=X A B ．反之，若右乘 ，由于

1−A X 未必是 的同阶方阵，故A 1−AXA 未必

能做乘法，即使能做乘法，由于矩阵乘法不满足交换律，即通常情况下， ，

从而 无法被“解放”出来；同理，解

1 1− −≠AXA AA X
X =XA B 形式的矩阵方程，则只能右乘

1−A ． 
这里需要指出两点： 
（1）无论是左乘 1−A ，还是右乘 ，都必须是对方程两端同时进行，而不能一端左乘、

另一端右乘，比如，由

1−A
=AX B 得出

1−=X BA 是错误的； 
（2）求解形如 =AXB C 的矩阵方程，其中 为可逆矩阵， 为未知矩阵，只需

将方程两端分别左乘

，A B X
1−A ，右乘

1−B ，便可得到
1 1− −=X A CB ． 
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3．方阵就是行列式吗？ 
答  不是的．虽然方阵的行数与列数相同，在形式上与行列式相像，但它仍然是矩阵

而不是行列式．不过方阵的全部元素不改变各自的相对位置可以得到一个行列式，这个行

列式称为方阵的行列式，它是方阵的一种运算，而不是说方阵就是行列式． 

2.8 本章复习题 

1．填空题 

（1）若 A = 4
5

a b
a c

+

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，B = ，且 A = B，则 =        3 4
2 1b c

  

+ −
⎡
⎢⎣ ⎦

⎤
⎥

a ，b =        ， 

c =         ．  

（2）形如

1

2

0 0

0

0 0 n

λ

λ 0

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥ 的矩阵叫做        方阵；当 =1 时，该矩阵叫做 nλλλ === 21

        矩阵． 

（3）矩阵A = 是        
1 5
2 1
3 0

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥ 型矩阵，它的转置矩阵AT =
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

（4）当        时，矩阵 与矩阵 的乘积有意义，且积 是一个        m n×A r s×
B AB 型矩阵． 

（5）设A为n阶方阵，若存在同阶方阵B，使AB = BA =        ，则B称为A的逆矩阵，记作B = A−1，

此时称A可逆；若用A*表示A的伴随矩阵，则AA*=         E． 

（6）若矩阵运算AB+C有意义，则( AB+C )T=        ． 

（7）若 A = ，B = ，则

3 1 1

0 2 4

0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 1
2 1 1
4 2 2

−

  

  

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥ A =        ， AB =        ． 

（8）设 A 为三阶方阵，且 A =5，则 2A =        ． 

（9）设矩阵 A =（ ）为 n 阶方阵，当 = a ( i ，j =1,2， ,n)时，称 A 为        
ija ija ji 矩阵；当 =0( i ≠j ；

,j =1, 2, ,n)时，称 A 为        

ija

i 矩阵． 

（10）若矩阵 A 经过有限次初等变换变成矩阵 B，则称矩阵 A 与矩阵 B        ；单位矩阵经过一次
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初等变换得到的矩阵叫做        矩阵． 

2．选择题 

（1）若 A，B 均为 n 阶方阵，则必有 [        ]． 

（A） +A B = A +│B│；         （B）AB = BA ； 

（C） AB = BA ；               （D）(A+B)-1= A-1+B-1． 

（2）设 A，B 均为 n 阶方阵，且 AB = O，则必有 [        ]． 

（A）A = O；  （B）B = O ； （C）A = B = O ； （D） A = 0 或 B = 0． 

（3）如果 A = ，则 A 的伴随矩阵2 4
5 7

⎡
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎤ ∗A = [        ] ． 

（A） ； （B）7 4
5 2

⎡
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  −
−   

⎤ 7 4

5 2
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

； （C）  ； （D）
2 5
4 7

−   

  −
⎡
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤ 2 5
4 7

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

（4）若 A = ，则 R(A)不可能等于 [        ] ． 1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

a a a a
b b b b
c c c c

⎡
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥

⎥
⎥

（A）1；        （B）2；        （C）3；        （D）4． 

（5）矩阵 A = 的秩为[        ]． 

1 0 2 1
0 1 1 1
1 1 1 2
0 0 0 0

  

−

  

  

⎡ ⎤
⎢
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

（A）1；         （B）2；        （C）3；       （D）4． 

（6）设 A，B 均为 阶可逆方阵，下面运算正确的是[        ]． n
（A）(AB)−1= B−1A−1 ；               （B）(AB)2 = A2B2  ； 

（C）B2 − A2= (B + A)( B − A)；        （D）( A B ) −1 = nA B−1． 

3．已知 A = ，B = ，求 2A4 1 1
6 5 7

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 1 0
4 3 3

⎡
⎢
⎣ ⎦

⎤
⎥

− 3B． 

4．计算下列各题： 

（1）

3 2
1 2 1

1 0
1 0 2

1 5

  −

−   

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  ；    （2）[ ]
1

1 2 3 2

3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  ； （3） ；  [ ]
1

2 1 2 3

3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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（4） ；（5）[
1
1 2 1
0

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  ]
1 2 1 2 3

2 1 0 1 1

1 0 3 2 4

  −   

−   −

      

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  ； （6）
11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

a a a x

a a a x

a a a x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  ； 

（7）[ ]
1

1 2 3 2

3

1 0 2

    0 2 5

2 5 3

x

x x x x

x

  −

    

−   

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    ；   （8） ． 
cos sin
sin cos

n

n
θ θ
θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦−

（ 为正整数）

5．下列矩阵中哪两个能够相乘，对能够相乘的算出乘积（包括左乘与右乘）： 

2 0 5
1 1 3

  
=

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ， ，  ． 
1 1
2 5
2 3

  −

=     

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B [ ]
1

2      1 2 1

3

= = −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，C D

6．设矩阵 为同阶方阵，若 ，则称 可交换．试求所有可与 交换的矩

阵． 

,A B =AB BA 与A B
1 1

1 1

  −
=

−   

⎡ ⎤
⎢⎣ ⎦

A ⎥

2

7．若矩阵 可交换，试证明： ,A B

（1） 2 2( ) 2+ = + +A B A AB B ；   （2） 2 2( )( )+ − = −A B A B A B ． 

8．求下列矩阵的逆矩阵： 

（1） ；  （2） ；（3）
2 0 1
1 2 1
1 3 2

      

  − −

−     

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 3

2 1 2

1 3 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

sin cos
cos sin

θ θ

θ θ−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   
； （4）

1 2 3 4

2 3 1 2

1 1 1 1

1 0 2 6

    

    

  −

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

9．解下列矩阵方程： 

（1） X =2 7
1 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2
1 3

  

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

；    （2） ； 
1 1 1 1 1 1

0 2 2 1 1 0

1 1 0 2 1 1

  − −

    =   

−     

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

X
⎤
⎥
⎥
⎥⎦

⎤
⎥⎦

⎥

（3） ． 
3 1 4 2 10 1

5 2 5 3 14 3

−
=

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

X

10．求下列矩阵的秩： 

（1） ；    （2）

1 2 0

0 1 1

1 2 3−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎣ ⎦

 

  

 

1 1 0
2 2 1
3 0 0
4 1 2

−

  

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

；   （3）

1 2 1 0
1 2 1 0
1 0 1 1

2 0 2 2

−     

  − −

−     

−     

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 
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11．已知A =
1 0

0

0 0

λ

λ 1

λ

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥ ，求：（1）A2，（2）A + AT．  

12．设 为 矩阵，试证明 与 均为对称矩阵． A nm× TAA TA A

13．设A，B，C为同阶可逆方阵，求证ABC可逆，且(ABC)−1 = C−1B−1A−1． 

14．将下列线性方程组化为矩阵方程求解： 

（1）     （2）     1 2

1 2 3

1 2 3

4 5       2
2 3 2 10

0

x x
x x x
x x x

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

− =
+ + =
− + =

，

，

，

 
   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 1
5 7 0

2 1

x x x
x x x

x x x

− + =

− + =

− + = −

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

，

，

．

 

      

 

 

∗ 15．某电子公司生产T1，T2两种型号的计算器．每台计算器由 4 种配件构成：P1（芯片）、P2（晶体管）、

P3（电阻）、P4（机身）；而生产这些配件需 4 种原料：Q1（铜）、Q2（锌）、Q3（塑料）、Q4（玻璃）．已知

生产 1 件 iT  ( = 1，2) 型计算器所需各种配件的数量如下表所示： i
 

 P1     P2     P3    P4

T1 4      8     10     1 

T2 3      7      8     1 

 

 

 

 
（1）若记 = 生产 1 台 所需

i
的数量，试写出矩阵ijp jT P 4 2( )ijp ×=P ；  

（2）若记
ijq  = 生产 1 件 所需 的数量，jP iQ ( )ijq=Q ，试写出矩阵 =T QP 元素t11的表达式，并解释它

的含义． 
 
 



 

第 3 章  n 维向量与线性方程组 

在平面解析几何中，通过建立直角坐标系，平面上的点与有序数组 ( )x y, 建立了一一对应

关系，从而为用代数方法研究几何问题，提供了极大的方便．事实上，这样的有序数组几乎无

处不在，比如空间的一个点可以用 3 个数组成的有序数组 ( )x y z, , 来表示；某一质点在某一时

刻的位置可以用 4 个数组成的有序数组 ( )x y z t, , , 来表示；在计算机成像技术中，像的区域被

分成许多小区域即像素，若用 ( )x y, 表示像素的位置，用 ( )r g h, , 表示 3 种基本颜色的强度，

则彩色图像的每个像素可用数组 ( )x y r g h, , , , 来刻画；我们前面学习的 元线性方程组，它的

解实际上是由 个数组成的有序数组

n
n 1 2( n )x x x", , , ……在线性代数中，把上述有序数组统称

为向量． 

3.1  n 维向量及其运算 

3.1.1  n 维向量的概念 

定义 3.1  由 个数 , 所组成的有序数组n 1a 2a na", α = 称为n维向量．其中

数 , , 称为向量

1 2( )na a a", , ,

1a 2a na," α 的分量， 称为ia α 的第 i 个分量． 

分量全为实数的向量称为实向量，分量中含有复数的向量称为复向量．本书只讨论实向量． 

向量可以写成α = 的形式，称其为行向量，也可以写成 的形式，称

其为列向量．行向量可以看成列向量的转置，列向量可以看成行向量的转置，即 

1 2( na a a", , , )

na a a", , ,

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

na

a
a

#
2

1

1

2

n

a
a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
α

T

2

1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

na

a
a

#
= ， = ．  1 2( )na a a", , , T

1 2( )

本书中的向量除特殊说明外，均指列向量． 
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设α = ，T
1 2( )na a a", , , β = 都是n 维向量，当且仅当它们的对应分量都相

等，即 = （ =1,2,…, n ）时，称向量

T
1 2( nb b b", , , )

ia ib i α 与β 相等，记作α = β ． 

分量都是零的向量，叫做零向量，记作 0，即 0= 0,0,…,0 ． ( T)

向量 称为向量
T

1 2( , )na a a− − −", , α T
1 2( na a a= ", , , ) 的负向量，记作 ． − α

例 1  矩阵 

A=  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"

"

# # #

"

的第 i 行可以看成一个 维行向量n iα 1 2( ) ( 1 2i i ina a a i m= =", , , , , , )" ，从而矩阵 A 可表示为 

1

2

m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#

α
α

α

A ； 

A 的第 列可以看成一个m 维列向量j

1

2

j

j
j

mj

a

a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#
β ( 1 2 )j n= ", , , ，从而矩阵 A 也可以表示为 

A=[ ]1 2 n"β β β ． 

3.1.2  向量的线性运算 

行向量可以看成行矩阵，列向量可以看成列矩阵．因此，向量进行运算时，可以按照矩阵

的运算法则进行． 
定义 3.2  设α = ，

T
1 2( )na a a", , , β = 都是 n 维向量，则向量  T

1 2( nb b b", , , ) 1 1(a b+ ,
T

2 2 )n na b a b+ +", , 叫做向量α 与β 的和，记作α + β ，即 
α + β = ． T

1 1 2 2( )n na b a b a b+ + +", , ,

由向量的加法及负向量的定义可以定义向量的减法为 
T

1 1 2 2( ) ( )n na b a b a b− = + − = − − −", , ,α β α β ． 

定义3.3  设α = 为 n维向量，k 为实数，则向量 叫做数

与向量

T
1 2( )na a a", , , 1 2( )nka ka ka", , , k

α 的乘积，记作 kα 或 kα ，即kα = kα = ． 1 2( )nka ka ka", , ,
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向量的加法运算及数乘运算统称为向量的线性运算，它们满足如下运算规律（设α ，β ，

γ 都是 维向量， k 为实数）： n l，

（1） + = +α β β α ； 
（2） ( )+α β + ( )= + +γ α β γ ； 
（3） +α 0 = α ； 
（4） +α ( ) 0− =α ； 
（5）1 =α α ； 
（6） (k ) ( )l kl=α α ； 
（7） ( )k k+ = + kα β α β ； 
（8） ( )k l k l+ = +α α α ． 

例 2  已知 求
T T(1, 2,0, 3) ( 1,1, 4, 2)= − = − −， ，α β 2 3+α β ． 

解  2 3+α β = = ． TT )2,4,1,1(3)3,0,2,1(2 −−+− TTT )0,12,7,1()6,12,3,3()6,0,4,2( −−=−−+−

例 3  己知 如果向量 x 满足

，试求向量 x． 

1 2 3(2, 5,1, 3) (10,1, 5,10) (4,1, 1,1)= = =， ，α α α − ，

x
1

( )3 +α x
2 32( ) 5( )+ − = +xα α

解  因为 1 2 3(3 ) 2( ) 5( )+ + − = +x xα α α x ，故 ， 1 2 33 2 5 5+ − = +α α αx x

从而 

1 2 3

1
(3 2 5 )

6
x = + −α α α = )]5,5,5,20()20,10,2,20()9,3,15,6[(

6
1

−−+ )4,3,2,1()24,18,12,6(
6
1

== ． 

习题 3.1 

1．已知向量 1 2 3

1 1
2 4
1 3

1
3
0

    −

−     

  −   

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢= = = ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

， ，α α α

⎦

3

，求： 

（1） 1 22 3− +α α α ； 

（2）
T T

1 2

T

2+ − 3α α α ． 

( ) ( ) ( )1 2 31, 2 , 2 , 3 5 , 1, 2 , 1 0 , 1, 1, 1= − = = −， ，α α α

)x

，且  ( )12 −α x2．已知向量

( ) (
2 3

3+ + = − ，xα α 求向量 x． 

3．已知 ( ) ( )T T1,3, 0, 2 1,3, 2, 1− = + = −， ，α αβ β ，求α β

2 , 3 , 4 1,1, 1

． 

4．已知向量 ( ) ( )− = +x ( ) ( )1,1, 0 1, 0 , 0+ ，y z 求 ， ， ．x y z  
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3.2  向量组的线性相关性 

3.2.1  向量组的线性组合 

在 3.1 节例 3 的求解过程中，我们得出
1 2 3

1 (3 2 5 )
6

= + −x α α α 1 2

1 1 5
2 3 6

= + − 3α α α ，即向量

可由向量x 1 2， ， 3α α α 经线性运算得到．这时我们称向量 是向量组x 1 2， ， 3α α α 的线性组合，

或称 可由x 1 2， ， 3α α α 线性表示． 

定义 3.4  已知向量组 1 2,α α m", ,α 和向量β ，如果存在一组数 ，使得   1 2 mk k k", , ,

1 1 2 2 m mk k k= + + +"β α α α ， 

则称向量β 是向量组 1 2,α α , , m" α 的线性组合，或称向量β 可由向量组 1 2,α α m", ,α 线性表

示（表出）． 
例 1  设全体 3 维向量组成的集合为 3R ，即 3R = T

1 2 3{ ( , , ) , 1,2,3}ia iα α α= ∈ =Rα ，则任

意一个三维向量

1

2

3

a

a

a

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

α ，均可由向量组 1 2 3

1 0

0 , 1 , 0

0 0

0

1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢

= = =
⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

e e e

⎦

e

线性表示，其表示式为

． 1 1 2 2 3 3a a a= + +α e e

例 2  设 ( ) ( ) ( )1 2 31,1, 1 , 1, 2, 1 , 1,1, 2= − = − = −α α α ，β ),,( 152 −= ，试判断β 是否能

由 1 2 3, ,α α α 线性表示．若能够表示，试求出表示式。 

解  设 β = 1 1 2 2 3 3k k k+ +α α α ，其中 为实数，即 1 2 3k k k， ，

( ) ( ) ( ) ( )2,1,11,2,11,1,11,5,2 321 −+−+−=− kkk ， 

( ) ( ) ( )333222111 2,,,2,,, kkkkkkkkk −+−+−= ， 

( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, 2 , 2k k k k k k k k k= + − + + − − + ． 

由两个向量相等的定义，有 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2

2 5

2 1

k k k

k k k

k k k

+ − =

+ + =

− − + = −

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

，

 
 

 

 
．
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由于方程组的系数行列式

1 1 1
1 2 1

1 1 2

    −

=       

− −   

D 01 ≠= ，由克莱姆法则可得方程组的惟一解

为  

1

2

3

2

1

1

k

k

k

=

=

=

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

，

．

 

故β 可由 1 2， ， 3α α α 线性表示，表示式为 1 22 3= + +β α α α ． 

例 3  若将方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

2 4

2 1

x x x

x x x

x x x

− − =

+ − =

− + =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

，

， 
 
 

 
各未知数的系数和常数项依次写成如下向量 

1

2
1

1

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ， ，
2

1
1

2

−

=

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 α 3

1
2
1

−

= −

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ，

3
4

1

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

b ， 

则线性方程组可写成向量方程 

1 1 2 2 3 3x x x+ + =α α α b． 

3.2.2  向量组线性相关与线性无关 

定义 3.5  对于 维向量组n 1 2 m", , ,α α α ，如果存在一组不全为零的实数 使得 1 2 mk k k", , , ,

1 1 2 2 m mk k k+ + + = 0"α α α ， 
则称向量组 1 2 m", , ,α α α 线性相关，否则称向量组 1 2 m", , ,α α α 线性无关． 
对于例 2 中的向量组 1 2 3, , ,α α α β ，由于 1 22 3= + +β α α α ，故存在一组不全为零的实数

2，1，1， ，使1− 1 2 32 + + − = 0α α α β ，所以 1 2 3, , ,α α α β 线性相关．而对于三维基本向量组

，因为只有1 2， ，e e e3 1 2 3k k k= = = 0 时，才有 1 1 2 3 3k k k+ + = 0e e e 成立，故三维基本向量组

线性无关． 1 2， ，e e e3

只有一个向量α 的向量组，当 = 0α 时，称其为线性相关的，当 ≠ 0α 时，称其为线性无

关的．一个向量组若含有零向量，则其必是线性相关的． 

线性相关与线性无关是相互对立的两个概念，一个向量组要么是线性相关的，要么是线性

无关的．请读者自己给出向量组线性无关的定义，这会给以后解决线性相关性的有关问题带来

方便． 
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例 4  讨论 维向量组 n

1

1
0

0

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
e ，

2

0
1

0

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
e ，

0
0

1

n =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
#

，e  

的线性相关性． 
解  设有一组数 ，使 1 2 nk k k", , ,

1 1 2 2 n nk k k+ + + = 0"e e e  

即 

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0

0
1

1 #
k +

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0

1
0

2 #
k

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

0

0
0

1

0
0

2

1

###
"

n

n

k

k
k

k ， 

因此必有 ，所以 线性无关． 021 ==== nkkk " 1 2, , , n"e e e
向量组 称为 维基本向量组．对于任意一个 维向量 ，有1 2, , , n"e e e n n T

1 2( , , , )na a a= "α

1 1 2 2 n na a a= + + +"e e eα ，故 也称为 维坐标向量． 1 2, , , n"e e e n

例 5  判断下列向量组的线性相关性： 

（1） ( )1 1 1 1= − −, ,α ( ) ( )2 31 2 1 2 1 1= =, , , ,， ，α α ； 

（2） ． ( ) ( ) (T T

1 2 30 2 1 1 1 1 1 3 2= = − = −, , , , , ,， ，α α α )T

解  （1）设 1 1 2 2 3 3k k k+ + = 0α α α ，即 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 31, 1 1 1,2,1 2,1,1 0,0,0k k k− − + + = ， 

由向量相等的定义，可得齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

2 0

0

k k k

k k k

k k k

+ + =⎧
⎪

− + + =⎨
⎪

− + + =⎩

，

，

．

 

由于方程组的系数行列式

1 1 2
1 2 1
1 1 1

  

= −

−

D 03 ≠= ，所以该方程组只有零解，即只有

时，0321 === kkk 1 1 2 2 3 3k k k+ + = 0α α α 成立，因此向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关． 
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（2）设 即 1 1 2 2 3 3k k k+ + = 0,α α α

( ) ( ) ( ) ( )1 2 30,2,1 1,1,1 1,3,2 0,0,0T T Tk k k+ − + − = T

0

． 

由向量相等的定义，可得齐次线性方程组 
  2 3

1 2 3

1 2 3

    0
2 3

2 0

 k k
k k k

k k k

− − =

+ + =

+ + =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

  ，

，

 ．

 

由于方程组的系数行列式

0 1 1
2 1 3 0
1 1 2

− −

=     =

    

D ，故方程组有非零解，即存在不全为零的

数 ，使1 2k k k， ， 3 1 1 2 2 3 3k k k+ + = 0α α α ，从而向量组 1 2， ， 3α α α 线性相关． 

例 6  设向量组 1 2， ， 3α α α 线性无关，若 1 1 2= +β α α ， 2 2 3= +β α α ， 3 3= + 1β α α 试证明

向量组 1 2， ， 3β β β 也线性无关． 

证明  设有一组数 使得 1 2 3k k k， ， ，

1 1 2 2 3 3k k k+ + = 0β β β ， 
将 1 1 2 2 2 3 3 3= + = + = +， ， 1β α α β α α β α α 代入上式得 

1 1 2 2 2 3 3 3 1( ) ( ) ( )k k k+ + + + + = 0α α α α α α ． 

整理为 
( ) ( ) ( )1 3 1 1 2 2 2 3 3k k k k k k+ + + + + = 0α α α ． 

因为 1 2， ， 3α α α 线性无关，故有 

1 3

1 2

2 3

0

0

0

k k

k k

k k

+ =

+ =

+ =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

，

．

 

由于该方程组的系数行列式

1 0 1
1 1 0
0 1 1

=D 02 ≠= ，故其只有零解  所以

向量组

,0321 === kkk

1 2， ， 3β β β 线性无关． 
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3.2.3  向量组线性相关性的有关结论 

定理 3.1  向量组 1 2, , , m"α α α (m≥2)线性相关的充分必要条件是其中至少有一个向量可

以由其余 个向量线性表示． 1−m
证明  必要性：设 1 2, , , m"α α α 线性相关，则存在一组不全为零的数 使 1 2, , , mk k k" ，

1 1 2 2 m mk k k+ + + = 0"α α α ． 
因为 中至少有一个不为零，不妨假设mkkk ,,, 21 " 1 0k ≠ ，则有 

32
1 2 3

1 1 1

m
m

k kk
k k k

= + + +
− − −

"α α α α ， 

即 1α 能由其余 个向量线性表示． 1−m
充分性：不妨假设向量组 1 2, , , m"α α α 中的向量 mα 能由其余 1−m 个向量线性表示，即有

，使 121 ,,, −mkkk "

1 1 2 2 1 1m mk k k m− −= + + +"α α α α ， 
于是，存在 个不全为零的数 ，使 m 1,,,, 121 −−mkkk "

1 1 2 2 1 1 ( 1)m m mk k k − −+ + + + − = 0"α α α α ， 
故 1 2, , , m"α α α 线性相关． 

定理 3.2  若向量组 1 2, , , m"α α α 线性无关，而向量组 1 2, , , m"α α α , β 线性相关，则β 可由

1 2, , , m"α α α 线性表示，并且表示方法惟一． 
证明  因为 1 2, , , m"α α α , β 线性相关，故存在一组不全为零的数 使 1 2 1, , , ,m mk k k k +" ，

1 1 2 2 1m m mk k k k ++ + + + = 0"α α α β ． 
要证β 能由 1 2, , , m"α α α 线性表示，只需证明 01 ≠+mk ．用反证法，假设 ，则上式

变为 
01 =+mk

1 1 2 2 m mk k k+ + + = 0"α α α ， 
且 不全为零，从而mkkk ,,, "21 1 2, , , m"α α α 线性相关，这与已知 1 2, , , m"α α α 线性无关相矛盾，

故 ，于是 01 ≠+mk

1 2
1 2

1 1

m
m

m m m

kk k
k k k+ + +

= + + +
− − −

"
1

β α α α ， 

即β 可由 1 2, , , m"α α α 线性表示． 
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再证表示方法惟一：设有两个表示式 

1 1 2 2 m mλ λ λ= + + +"β α α α ， 

1 1 2 2 m mµ µ µ= + + +"β α α α ， 

两式相减可得 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )m m mλ µ λ µ λ µ− + − + + − = 0"α α α ． 
因为 1 2, , , m"α α α 线性无关，所以 ，或0=− ii µλ ( )1,2, ,i i iλ µ= = " m ，即表示方法惟一． 

定理 3.3  若向量组 1 2, , , r"α α α 线性相关，则 1 2, , , r"α α α 1, , ,r+ " mα α 也线性相关． 

证明  若 1 2, , , r"α α α 线性相关，则存在一组不全为零的数 使 ,,,, 21 rkkk "

1 1 2 2 r rk k k+ + + = 0"α α α ， 

从而有一组不全为零的数 ，使 0,,0,,,1 "" rkk

1 1 10 0r r r mk k ++ + + + + = 0" "α α α α ， 

故 1 2, , , m"α α α 线性相关． 

    推论  若向量组 1 2, , , r"α α α 1, , ,r+ " mα α 线性无关，则 1 2, , , r"α α α 也线性无关． 

推论的证明留作练习． 

习题 3.2 

1．判断下列向量组的线性相关性： 

（1） ;     （2）

 

  

 

1 2 3

1 0
1 1
0 0

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

， ，α α α

0
0
1

2
4
1

 

 

1 2 3

 

1 0
1 2
0 1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢= = = ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

， ，α α α

⎦

; 

（3） ( ) ( ) ( )
2 31

1 0 1 2 1 1 2 0 3 0 1 2= − = − = −，， ， ， ， ，， ， ，， ，α α α ． 

2．将下列各题中的向量β 表示为其他向量的线性组合： 

（1） ( )T1, 1,0, 2= − −β ， ( )T

1 1,0,0,0=e ， ，( )T

2
0 1 0 0= , , ,e ( )T

3 0,0,1,0=e ， ( )T

4 0,0,0,1=e ; 

（2） ( )1, 1,3= −β ， ( )1 1, 2, 1= −α ， ，( )2 0,1,4=α ( )3 1, 2,3=α ． 

3．设向量组 1 2，α α 3，α 线性无关，求证：
1 1 3 2 2 1

2 2= − = −，β α α β α α 23 3 2= −，β α α 也线性无关． 

4．证明：线性无关向量组的部分组必线性无关． 
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3.3  向量组的极大无关组和向量组的秩 

定义 3.6  设 T 是一个 n 维向量组，如果
1 2, , , r"α α α 是 T 的部分组，且满足： 

（1） 1 2, , , r"α α α 线性无关； 
（2）T 中任意一个向量α 均能由 1 2, , , r"α α α 线性表示； 

则称 1 2, , , r"α α α 是向量组 T 的一个极大线性无关组，简称极大无关组． 
例如，向量组 1 (1,0)=α ， 2 (0,1)=α ， 3 (1,1)=α ，由于 1 2,α α 线性无关，而

3 1= + 2α α α ，即

3α 能由 1， 2α α 线性表示，所以 1， 2α α 是该向量组的一个极大无关组． 
可以验证， 1 3,α α 和 2 3,α α 也都是向量组 1 2 3, ,α α α 的极大无关组． 

定义 3.7  设T1，T2均为n维向量组，如果向量组T2中的任意一个向量均能由向量组T1线性

表示，则称向量组T2能由向量组T1线性表示，记作 ．如果向量组T1 ⇒T T2 1，T2能够相互线性

表示，则称向量组T1与T2等价，记作 ． 1 2⇔T T

容易证明，向量组和它的极大无关组是等价向量组；如果向量组有多个极大无关组，则它

们彼此是等价的． 

可以证明，等价的线性无关的向量组所含向量个数相等，故一个向量组不同的极大无关组

所含向量的个数是相等的，即一个向量组的极大无关组所含向量的个数是惟一确定的，它是一

个向量组的固有属性． 

定义 3.8  向量组的极大线性无关组所含向量的个数叫做向量组的秩． 

例如，向量组 1 (1,0)=α ， 2 (0,1)=α ， 3 (1,1)=α ，由于 1， 2α α 是它的一个极大无关组，故它

的秩为 2． 

只含有零向量的向量组的秩规定其为零． 

用定义求向量组的秩和极大无关组，往往是非常困难的．下面的定理使我们可以通过矩阵

的初等变换，来求向量组的秩和极大无关组． 

定理 3.4  向量组的秩等于以这组向量为行组成的矩阵的秩，也等于以这组向量为列组成

的矩阵的秩．（证明略） 

定理 3.5  矩阵的初等行变换不改变其列向量间的线性相关性和线性组合关系．（证明略） 
定理 3.5 的含义是：设矩阵 1 2 n⎡ ⎤⎣ ⎦= "α α αA ，若矩阵 A经过初等行变换化为矩阵

1 2 n⎡ ⎤⎣ ⎦= "β βB β ，则向量组 1 2, , , n"α α α 线性相关⇔向量组 1 2, , , n"β β β 线性相关； 
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1 1 1 1 1 1i n ni i i ik k k− − + += + + + + +" " kα α α α α ⇔ 1 1 1 1 1 1i n ni i i ik k k k− − + += + + + + +" "β β β β β ，

为实数． 1 1 1, , , , , ni ik k k k− +" "
根据定理 3.4 及定理 3.5，我们便可以利用矩阵初等行变换来求向量组的秩和极大无关组． 
例 1  求向量组 的秩和一个极大无关组． T T

1 2 3(1, 1,1) ( 1,1,0) (1, 1,2)= − = − = −α α α， ， T

解  以 1 2 3, ,α α α 为列作矩阵 ，然后对矩阵 施行初等行变换，化为行阶梯形矩阵 A A
1 1 1
1 1 1
1 0 2

  −   

= −   −

      

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A
2 1

3 1

1 1 1
0 0 0
0 1 1

r r
r r

+
−

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎯⎯→ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 3

1 1 1
0 1 1
0 0 0

r r↔

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎯⎯⎯→ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=  ．B

因为 ，故向量组( ) 2R =A 1 2， ， 3α α α 的秩为 2，且 1， 2α α 就是向量组 1 2， ， 3α α α 的一个极

大无关组． 
用矩阵初等行变换求向量组的秩和极大无关组的方法是：以所给向量为列作矩阵 ，对

施行初等行变换将其化为行阶梯形矩阵

A A
B ，则矩阵 B 的秩 等于矩阵 的秩 ，也就

是向量组的秩；矩阵

( )R B A ( )R A
B 各非零行第一个非零元素所在的列对应的初始向量就是向量组的一个

极大无关组．比如例1，以 1 2 3, ,α α α 为列作矩阵 经过初等行变换化为行阶梯形矩阵A B ，B 有

两个非零行，所以 ( ) ( ) 2R R= =A B ，故向量组 1 2 3, ,α α α 的秩为 2；而行阶梯形矩阵B 第一个

非零行的第一个非零元素在第一列，第二个非零行的第一个非零元素在第二列，则 1 2,α α

3

就是

向量组 1 2， ，α α α 的一个极大无关组． 

一个行阶梯形矩阵，如果其各非零行的第一个非零元素为1，且各非零行第一个非零元素

所在列的其余元素均为零，则称其为行标准形矩阵或简化阶梯形矩阵． 

例如， 和 都是行标准形矩阵． 
1 0 3 0

0 1 2 0
0 0 0 1

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 0 2 4

0 0 1 1 3
0 0 0 0 0

  

−

  

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥

例 2  求向量组 1 (1, 2, 1)= −α ， 3 (4, 4, 2)= − −α ， 4 (1,2,5)=α 的秩及它的一个最大无关组，

并将其他向量用该极大无关组线性表示． 
解  以 1 2 3 4, , ,α α α α 为列作矩阵 A，并对 A 施行初等行变换化为行阶梯形矩阵，有 

1 3 4 1
2 0 4 2
1 1 2 5

  

  

  

         

=       −

− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ⎯⎯ →⎯ +
−

13

12 2
rr
rr 1 3 4 1

0 6 12 0
0 2 2 6

      

− −

      

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ ↔ 32

32
1

rr

r

 

1 3 4 1
0 1 1 3
0 6 12 0

      

      

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ + 23 6rr

1 3 4 1
0 1 1 3
0 0 6 18

  

  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 
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因为 ，故向量组( ) 3R =A 1 2 3， ， ， 4α α α α 的秩为 3， 1 2， ， 3α α α 便是它的一个极大无关组． 
为了将 4α 用 1 2， ， 3α α α 线性表示，只需将行阶梯形矩阵化为行标准形矩阵． 

→A
1 3 4 1
0 1 1 3
0 0 6 18

    

    

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2

3

3
1

( )
6

1 0 1 8
0 1 1 3
0 0 1 3

r r

r

−

−
−

  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎯⎯⎯→ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ −
−

32
31
rr
rr

1 0 0 5
0 1 0 6
0 0 1 3

−

  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= B． 

若记 [ ]1 2 3 4=     β β β βB ，其中 1 2 3 4

1 0 0
0 , 1 , 0 , 6
0 0 1

5

3

−

= = = =

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

β β β β

⎦
3，则有 4 1 25 6 3=− + −β β β β ，由于

矩阵的初等行变换不改变其列向量间的线性组合关系（定理 3.5），故 4 1 25 6 3   3 = − + −α α α α     ． 
定理 3.6  向量组线性无关的充分必要条件是向量组的秩等于它所含向量的个数． 
证明  必要性：若向量组 1 2, , , r"α α α 线性无关，则 1 2, , , r"α α α 便是自身的极大无关组，

故向量组 1 2, , , r"α α α 的秩为 r ． 
充分性：若向量组 1 2, , , r"α α α 的秩为 r ，即它的极大无关组所含向量的个数为 r ，则

1 2, , , r"α α α 便为 1 2, , , r"α α α 的极大无关组，从而 1 2, , , r"α α α 线性无关． 
推论 1  向量组线性相关的充分必要条件是向量组的秩小于它所含向量的个数． 
由定理 3.6 及其推论 1 可知，向量组的线性相关性可以通过向量组的秩来判定． 
例 3  判断向量组 1 2 3(1,0, 2) (1,3, 1) (1, 3, 3)= − = − = − −， ，α α α 的线性相关性． 
解  以 1 2 3, ,α α α 为列作矩阵 ，有 A

1 1 1

0 3 3
2 1 3

      

=     −

− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ⎯⎯ →⎯ + 13 2rr

1 1 1
0 3 3
0 1 1

  

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ −
↔

23
32

3rr
rr

1 1 1

0 1 1
0 0 0

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

    因为 ，故向量组( ) 2R =A 1 2， ， 3α α α 的秩也为 2，于是由定理 3.6 的推论 1 可得

1 2， ， 3α α α 线性相关． 

推论 2  任意 m 个 n 维向量（m > n）必线性相关． 
推论3  设 1 2, , , n"α α α 是 n 维向量组，矩阵 [ ]1 2 n= "A α α α ，则 1 2, , , n"α α α 线性无

关的充分必要条件是 0≠A ． 
例 4  判断下列向量组的线性相关性： 
（1） 1 2 3 4(1,1, 3) (1,3,4) (1, 2,2) (3, 2,1)= − = = − = −， ， ，α α α α ； 
（2） ． T T

1 2 3(1,2,0) (1, 1,1) (1,0, 1)= = − =， ，α α α −

解  （1）因为向量组含 4 个三维向量，由定理 3.6 推论 2 知，它们必线性相关． 
（2）以 1 2 3, ,α α α 为列作矩阵 ，则 A
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1 1 1
2 1 0 5
0 1 1

    

= −   = ≠

  −

A 0， 

由定理 3.6 推论 3 知向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关． 

习题 3.3 

1．判断下列向量组的线性相关性： 

（1） ； T T

1 2 3(1, 2, 1) , ( 1, 2, 0) , (1, 0, 1)= − = − = −α α α T

−

T

（2） ； 1 2 3 4(1,1,0), ( 1,1,3), (3,5,2), (2,11, 3)= = − = =α α α α

（3） ； 1 2 3 4(1,2,1,4), ( 1,3,2,3), (2, 2,0,1), (2,8,6,15)= = − = − =α α α α

（4） ． T T

1 2 3(1, 0, 3,1) , (1, 1, 2, 3) , (2, 2, 3,1)= = − = −α α α

2． t 取何值时，向量组 线性相关？ T T

1 2 3(1, 2, 3) , (1, , 1) , (2, 0,1)t= = − =α α α T

T

3．求下列向量组的秩和一个极大无关组： 

（1） ； T T
1 2 3(1,1,1) , (0, 2,1) , (0, 0,1)= = =α α α

（2） ； 1 2 3 4(1, 5, 0), (3,1, 2), ( 2, 0, 16), (1,1, 6)= = − = − − =α α α α

（3） 1 2 3 4(1, 0, 3, 1), (2, 1,1, 0), (1, 1, 4,1), (3, 4, 4, 0 )= − − = − = − = −α α α α ． 

4．求下列向量组的一个极大无关组，并将其余向量用极大无关组线性表示： 

（1） ； T T T T
1 2 3 4(1,1,1, 1) , (2, 0, 3, 1) , (1,1, 2, 2) , (2, 1, 3, 0)= − = − = − = −α α α α

（2） ． T T
1 2 3 4(1,1, 0,1), (0,1, 0,1) , (1, 0, 0,1) , ( 3, 3, 0, 1)= = = = −α α α α T−

1 1 2 2

0

0

0

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

3.4  齐次线性方程组 

形如 

                         

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2n n

+ + + =

+ + + =

+ + + =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

"

"

"  

，

，
                           (3.1) ……………………………

的方程组，叫做齐次线性方程组． 

该方程组有 个方程， n个未知数，称其为m nm× 型方程组． 
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如果记  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

# # #
"

A ，

1

2

n

x
x

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
x ， 

则方程组(3.1)可写成 
= 0Ax ．                                   (3.2) 

式(3.2)称为齐次线性方程组的矩阵形式或矩阵表示式． 
如果记 (j=1,2,…,n)，即

T
1 2( , , , )j j j mja a a= "α jα 是由方程组(3.1)第 j 个未知数的系数组成

的列向量，则方程组(3.1)又可写成 

1 1 2 2 n n+ + + = 0"α α αx x x ．                         (3.3) 

式(3.3)称为方程组(3.1)的向量形式或向量表示式． 

如果 是方程组(3.1)的一组解，则向量 1 1 2 2 nk k= = ="x x x， ， ， nk

1

2

n

k
k

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
x  

称为方程组（3.1）的解向量，简称方程组的解． 

3.4.1  齐次线性方程组解的性质 

齐次线性方程组 0=Ax 的解具有以下性质： 
性质 1  如果

21 ξξ与 是齐次线性方程组 0=Ax 的两个解，则 1 2+ξ ξ 也是 的解． 0=Ax
证明  因为 1ξ与 2ξ 是方程组 的解，所以= 0Ax 1 = 0Aξ ， 2 0=Aξ ，于是  

1 2 1 2( )+ = +A A A =ξ ξ ξ ξ 0+0=0， 
即 1 2

+ξ ξ 是 的解． x = 0A

    性质 2  如果ξ 是齐次线性方程组 的解，k 为任意实数，则= 0Ax kξ 也是 的解． = 0Ax
性质 2 的证明由读者自己完成． 
由性质 1 和性质 2 可得到性质 3． 
性质 3  如果 1 2, , , s…ξ ξ ξ 均为齐次线性方程组 = 0Ax 的解，则它们的线性组合  

1 1 2 2 s sk k k= + + +"ξ ξ ξ ξ  
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也是 的解，其中 是任意实数． = 0Ax skkk ,,, 21 "
    由齐次线性方程组解的性质可以看出，如果 = 0Ax 有非零解，则它必有无穷多个解． 

定义 3.9  若 1 2, , , s"ξ ξ ξ 均为齐次线性方程组 = 0Ax 的解向量，且满足： 
（1） 1 2, , , s"ξ ξ ξ 线性无关； 
（2） 的任一解向量都可由= 0Ax 1 2, , , s"ξ ξ ξ 线性表示， 

则称 1 2, , , s"ξ ξ ξ 是方程组 = 0Ax 的一个基础解系． 

定理 3.7  设齐次线性方程组 系数矩阵的秩= 0Ax ( )R r=A ，则当 nr = 时，方程组

只有零解（没有基础解系）；当

= 0Ax
nr < 时，方程组 = 0Ax 有非零解和基础解系，并且它的任一基

础解系均含有 rn − 个线性无关的解向量．（证明略） 
由定义 3.9 知，齐次线性方程组 的基础解系，就是它的解向量组的一个极大无关组． = 0Ax
设 1 2, , , n r−"ξξ ξ 为齐次线性方程组 = 0Ax 的一个基础解系，则 = 0Ax 的任一解可表示为： 

                              = 1 1 2 2 n r n rk k k − −+ + +"ξ ξ ξ ．                       (3.4) 
式(3.4)称为齐次线性方程组 的通解或一般解． = 0Ax

3.4.2  齐次线性方程组的解法 

下列三种变换，称为方程组的初等变换： 
（1）交换方程组中任意两个方程的位置； 
（2）将方程组中某个方程乘以一个非零实数； 
（3）将方程组中某个方程乘以一个非零实数加到另一个方程上． 
可以证明，对线性方程组进行初等变换不改变线性方程组的解．因此，求解齐次线性方程

组 ，可以对其系数矩阵 作初等行变换，化成行标准形= 0Ax A B ，由于 与 是等

价（同解）方程组，于是 的解，便是

= 0Ax = 0Bx
= 0Bx = 0Ax 的解，详见下面的例题． 

例 1  求齐次线性方程组 

     

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

2 2

2 2

   2 0   

x x x x

x x x x

x x x

+ + + =

+ − − =

0

0

− − =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 ，

，

 
 

 
 

的一个基础解系． 
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解  对齐次线性方程组的系数矩阵作初等行变换，有 

A=
1 2 1 2
2 1 1 2
1 0 1 2

    

− −

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ −
−

13
12 2

rr
rr 1 2 1 2

0 3 3 6
0 2 2 4

      

− − −

− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2

3 2

1( )
3
2

r
r r
− ×

+⎯⎯⎯→
1 2 1 2
0 1 1 2
0 0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ − 21 2 rr

1 0 1 2
0 1 1 2
0 0 0 0

− −

    

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

因为 ，所以方程组有非零解，其同解方程组为 ( ) 2 4R = <A
1 3 4

2 3 4

2 0
2 0

x x x
x x x

− − =⎧
⎨ + + =⎩ ．

， 

取 ， 为自由未知量，将方程组改写成 3x 4x

1 3

2 3

2

2
4

4

x x x

x x x

= +

= − −

⎧
⎨
⎩

，

．
 

令 ，可得 ；令3 41x x= =， 0 − 11 21 1x x= =， 3 40x x= =， ，可得 1 22x x 2= = −， ，于是 

1

1
1
1
0

  

−
=

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ ， 2

2
2
0
1

  

−
=

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ  

就是方程组的一个基础解系． 
例 2  求齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2

2 2 0

4 8 5 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + =

+ + − =

+ + − =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

， 
0

 

的通解． 
解  对方程组系数矩阵 A 作初等行变换 

A=
1 2 1 2
1 2 2 1
4 8 5 1

−   

  −

  −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ −
−

13
12
4rr
rr

1 2 1 2
0 0 3 3
0 0 9 9

−   

  −

  −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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⎯⎯ →⎯
×

−

2

23

3
1

3

r

rr 1 2 1 2
0 0 1 1
0 0 0 0

−   

  −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ + 21 rr
1 2 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

因为 ，所以方程组有非零解，其同解方程组为 ( ) 2 4R = <A

1 2 4

3 4

2 0

0

x x x

x x

+ + =

− =
⎧
⎨
⎩

，

，
 

即 

1 2

3 4

2 4x x x

x x

= − −

=
⎧
⎨
⎩

，

．
 

分别令 可得方程组的基础解系为 2 4 2 41 0 0x x x x= = =， 及 ， 1=

1

2
1
0
0

−

  
=

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ ，
2

1
0
1
1

−

  
=

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

．ξ  

于是方程组的通解为 1 1 2 2k k= +ξ ξx ，其中 为任意实数． 1 2k k，

此题也可以将系数矩阵 A 的行标准形矩阵所对应的线性方程组写成如下形式 

  

  

     

1 2

2 2

3 4

4 4

2

   

   

     

4x x x

x x

x x

x x

= − −

=

=

=

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

，

，

，

．

 

即把自由未知量 补充到等价方程组中．将上式改写为向量形式，有 42 , xx

1

2

3

4

x
x
x
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= 2 4

2 1
1 0
0 1
0 1

x x

− −

   
+

 

    

    

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

， 

于是自由未知量系数组成的列向量组 

1

2
1
0
0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥  ⎢ ⎥=
⎢ ⎥  
⎢ ⎥  ⎣ ⎦

ξ ，
2

1
0
1
1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥  ⎢ ⎥=
⎢ ⎥  
⎢ ⎥  ⎣ ⎦

ξ  
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便是原方程组的一个基础解系． 

习题 3.4 

1．求下列齐次线性方程组的一个基础解系： 

（1）⎨               （2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
2 2
3 2 2 0

x x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪ 0
⎪
⎩

− + + =
− + − =
− + − =

，

，

．

 

   

     

     
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
2 0

2 4 5 0

x x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

− − + =
− + + =
− − + =

，

，

．    

 

    

   

    

  
 

2．求下列齐次线性方程组的通解： 

（1）⎨              （2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2
2
3 2

x x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪

0
0
0⎪

⎩

+ − − =
− − + =
+ − − =

，

，

．

    

  

  

  

     

       

    

1 2 3 4

51 2 3 4

51 2 3 4

2 3 0
2 4 5 3 0

2 3 3 4 0

x x x x
x x x x x
x x x x x

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

+ + − =

+ + − − =
+ − + + =

，

，

．

 

 

   
 

（3）⎨               （4） ⎨

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 0
3 2 0

2 5 4
4 3 3

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪
⎪

0
0

⎪
⎪⎩

− + − =
+ + + =
− − − =
− + − =

，

，

，

．

 

  
 

⎪
⎪⎩

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 0
2 0

3 0
3 8 0

x x x
x x x
x x x
x x x

⎧
⎪
⎪

− + =
+ − =
+ − =
− + =

，

，

，

．

 

 

 

 

 

  
   

 
  

3．讨论λ 为何值时，齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0
2 3 2 0

2 0

x x x
x x x
x x xλ

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

− + =
− + =
+ + =

        ，

，

． 

 

（1）只有零解；（2）有非零解，并求出它的通解． 
 

3.5  非齐次线性方程组 

3.5.1  非齐次线性方程组的概念 

形如 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

"  

，

， 

m

                        (3.5) 
………………………………

的方程组叫做非齐次线性方程组． 
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若记 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

# # #
"

A ，

1

2

n

x
x

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
x ， 

1

2

m

b
b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
b ， 

其中 A 称为方程组的系数矩阵，x 称为方程组的未知数矩阵（向量），b称为方程组的常数项

矩阵（向量），则方程组(3.5)等价于矩阵方程 

=Ax b．                                (3.6) 
式(3.6)称为方程组(3.5)的矩阵形式或矩阵表示式． 
若记 

1

2

j

j
j

mj

a

a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#
α （j=1,2,…,n），  

 
即 jα 为方程组(3.5)的第 个未知数的系数组成的向量，则方程组(3.5)等价于向量方程 j

1 1 2 2 n nx x x+ + + ="α α α b．                       (3.7) 

式(3.7)称为方程组(3.5)的向量形式或向量表示式，它表明：非齐次线性方程组有解等价于

它的常数项向量可由未知数系数向量组线性表示． 

由系数矩阵 A 和常数项矩阵 组成的矩阵 b

A~ ( )  = =A b

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

a a a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

# # # #
"

 

称为非齐次线性方程组的增广矩阵． 

将非齐次线性方程组 的常数项 均改为零所得到的齐次线性方程组

，称为非齐次线性方程组的导出方程组，简称导出组． 

=Ax b mbbb ,,, "21

= 0Ax
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1
2 3
2 3

x x x x
x x x x
x x x x

− + − =

+ + + =

− + + =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩   

，

 ，

  
 

 
3
5

 

例如，非齐次线性方程组 

的系数矩阵、未知数矩阵（向量）及常数项矩阵（向量）分别为 

1 2 3 1
2 1 3 1
2 1 1 3

− −

=     

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ，

1

2

3

4

x
x
x
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x ，

1
3
5

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

b ． 

方程组的矩阵形式为 

1 2 3 1
2 1 3 1
2 1 1 3

− −

    

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2

3

4

x
x
x
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5
3
1

， 

即 

=Ax b． 
方程组的未知数系数向量分别为 

1

1
2
2

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ， ，
2

2
1
1

−

=   

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α 3

3
3
1

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ，
4

1
1
3

−

=   

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ． 

方程组的向量形式为 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
2
1

1x 2

2
1
1

x
−

+   

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

1
3
3

3x + 4

1
1
3

x
−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

5
3
1

， 

即 

1 1 2 2 3 3 4 4x x x x+ + + =α α α α b ； 
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方程组的增广矩阵为 

A~
1 2 3 1 1
2 1 3 1 3
2 1 1 3 5

− −

=     

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

； 

方程组的导出组为 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0
2 3
2 3

x x x x
x x x x
x x x x

− + − =

+ + + =

− + + =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

，

，

 

  
 

．

0
0

 

3.5.2  非齐次线性方程组有解的条件 

定理 3.8  非齐次线性方程组(3.5)有解的充分必要条件是它的系数矩阵的秩等于它增广矩

阵的秩，即 )~()( AA RR = ． 
证明  必要性：设 为非齐次线性方程组(3.5)的一组解，则有 nkkk ,,, "21

1 1 2 2 n nk k k+ + + ="α α α b ， 
即b 可由 1 2, , , n"α α α 线性表示，从而向量组 1 2, , , n"α α α 与向量组 1 2, , , ,n"α α α b等价，故它

们的秩相等，而系数矩阵 A的秩等于其列向量组 1 2, , , n"α α α 的秩，增广矩阵 A~的秩等于其列

向量组 1 2, , , ,n"α α α b的秩，故 )~()( AA RR = ． 

    充分性：若 )~()( AA RR = r= ，则 的列向量组A 1 2, , , n"α α α 与 A~ 的列向量组

1 2, , , ,n"α α α b 的秩也都为 r ．不妨设 1 2, , , r"α α α 为 1 2, , , n"α α α 的一个极大无关组，则

1 2, , , r"α α α 也是向量组 1 2, , , ,n"α α α b的一个线性无关的部分组，又由于 1 2, , , ,n"α α α b的秩

为 r ，故 1 2, , , r"α α α 也是 1 2, , , ,n"α α α b的一个极大无关组，从而 b 可由向量组 1 2, , , r"α α α 线

性表示，当然也能由向量组 1 2, , , n"α α α 线性表示，即方程组(3.5)有解． 

定理 3.9  对于非齐次线性方程组(3.5)，如果 )~()( AA RR = r n= = ，则该线性方程组有惟

一解；如果 )~()( AA RR = r n= < ，则该线性方程组有无穷多个解． 
证明略． 
例 1  判断下列线性方程组是否有解？如果有解，有多少个解？ 

（1）        （2）  

1 2 3

1 2

1 2 3

      

2 0
2  1

2 4 1
 

x x x
x x
x x x

− + =

−

− + =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

，

，

 
 

．

=
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1
2 5 4

2 4 1

x x x
x x x
x x x

− + =

+ + =

+ + =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩  

，

， 
．
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解  （1）对方程组的增广矩阵进行初等行变换 

A~
2 1

3 12

1 2 1 0
1 2 0 1
2 4 1 1

r r
r r

−
−

−

= −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ 

 

  

 

 

           

           

           

 3 2

1 2 1 0

0 0 1 1
0 0 1 1

r r−

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

       

          

         

 

  
 

1 2 1 0
0 0 1 1
0 0 0 0

−

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

   

 

         

        

     

   

  
  

  
 
 

， 

因为 )~()( AA RR = 2 n 3= < = ，所以方程组有解，且有无穷多个解． 
（2）对方程组的增广矩阵进行初等行变换 

A~
2 1

3 12

1 1 3 1
1 2 5
2 1 1

r r
r r

−
−

−

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

           

           4

  4          
 3 22

1 1 3 1

0 3 2 3
0 6 5 1

r r−

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

 

 

 

        

      

          

  

   
 

 
1 1 3 1
0 3 2 3
0 0 9 7

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 

 

 

      

      

           

 

 

 
  

 
  ， 

因为 )~()( AA RR = 3 n= = ，所以方程组有解，且有惟一解． 

3.5.3  非齐次线性方程组解的结构 

定理 3.10  如果 1 2，η η 是 =Ax b的解，则 1 2−η η 是其导出组 = 0Ax 的解． 
证明  因为 1 2，η η 是 = ，Ax b 的解，即 1 2= =，A b A bη η ，故 1 2 1 2( )− = −η η η ηAA A − = 0=b b ，

所以 1 2−η η 是 的解． = 0Ax
定理 3.11  如果 0η 是方程组 =Ax b的一个解， 1 2, , , n r−"ξ ξ ξ 是其导出组 的基础解

系，则 的任意一个解可以表示为 
= 0Ax

=Ax b

1 1 2 2 0n r n rk k kx − −= + + + +"ξ ξ ξ η ，                      (3.8) 
其中 为实数． rnkkk −,,, "21

证明  设 是x =Ax b的任意一个解，因为 0η 是方程组 =Ax b的解，于是由定理 3.10 知

0−x η 是其导出组 = 0Ax 的一个解．而 1 2, , , n r−"ξ ξ ξ 是 = 0Ax 的基础解系，故存在一组数

，使 rkkk ,,, 21 "

0 1 1 2 2 n r n rk k k − −− = + + +"x η ξ ξ ξ ， 

即 

1 1 2 2 0n r n rx k k k − −= + + + +"ξ ξ ξ η

 5

． 

    式(3.8)称为非齐次线性方程组 的通解或一般解． bAx =

例 2  求非齐次线性方程组 
 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1
2 5 8

     2 1

x x x x
x x x x

x x x

+ − + =

− − + =

+ − =−

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 

   

 

    

，

， 
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的通解． 

解  对方程组的增广矩阵进行初等行变换 

A~
1 1 1 1 1
2 1 5 8 5
0 1 1 2 1

  −     

= − −     

    − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ − 12 2rr

1 1 1 1 1
0 3 3 6 3
0 1 1 2 1

  −     

− −     

    − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

⎯⎯ →⎯ ↔ 32 rr

1 1 1 1 1
0 1 1 2 1
0 3 3 6 3

  −     

    − −

− −     

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ +
−

23
21
3rr
rr

1 0 2 3 2
0 1 1 2 1
0 0 0 0 0

−   −

  − −

      

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

因为 )~(AR ( ) 2R= =A ，所以方程组有解，同解方程组为 

1 3 4

2 3 4

2 3 2
2 1

x x x
x x x

= − −

=− + −
⎧
⎨
⎩  

，

，
 

或写为 

1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

  

2 3 2
2 1

 
 

  
   
   
  

 
x x x
x x x
x x
x x

= − −

= − + −

=

=

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

，

，

，

，

 

即 

1

2
3 4

3

4

2 3
1 2
1 0
0 1

x
x

x x
x
x

  − −

−   −
= + +

      

      

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

2
1
0
0

． 

于是 为非齐次线性方程组的一个特解，
0

2
1
0
0

−

−
=

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

η 1 2

2 3
1 2
1 0
0 1

  −

−   
= =

    

    

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣

，ξ ξ

⎦

为其导出组的一个

基础解系，非齐次线性方程组的通解为 1 1 2 2 0k k= + +x ξ ξ η （ 为任意实数）． 1k k， 2

例 3  p q， 为何值时，非齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4
3 2 5

2 3

x x x
x x x
x x px q

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

，

，

，
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（1）无解；（2）有惟一解；（3）有无穷多个解，并求其通解． 

解  对方程组的增广矩阵进行初等行变换，有 

A~
1 2 1 4
1 3 2 5
2 3 p q

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎯⎯ →⎯ −
−

13
12
2rr
rr

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−− 8210
1110
4121

qp
⎯⎯ →⎯ + 13 rr

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−− 7100
1110
4121

qp
， 

故 
（1）当 且1=p 7≠q 时， )~(AR 3 ( )R= =， A 2 ， )~(AR ( )R≠ A ，方程组无解； 
（2）当 时，1≠p )~(AR ( ) 3R n= = =A ，方程组有惟一解； 

（3）当 且1=p 7=q 时， )~(AR ( ) 2R n= = <A ，方程组有无穷多个解．此时 

A~
1 2 1 4

1 3 2 5
2 3 1 7

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

→
1 0 1 2
0 1 1 1
0 0 0 0

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

原方程组的等价方程组为 

1 3

2 3

3 3

2
1

      

x x
x x
x x

= +

= − +

=

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 ，

，

，

 

故方程组的通解为 
1 2
1 1
1 0

k
  

= − +

  

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x ，k ∈ R  

习题 3.5 

1．求下列非齐次线性方程组的通解： 

（1）⎨            （2）⎨
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 1
2 4

2 2 4

x x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪ 5
⎪
⎩

− + + =
+ + + =
+ + − =

，

，

．

  

  

 
 

⎪
⎩

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 3 5 2
2 7 1
3 10 3 4

x x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪

+ − + = −
+ − + =
+ + − =

，

，

． 

    

         

    

1

⎪
⎩

+ − + =
+ + + =
+ + − =

，

，

．

    

  

    

    

  

 

（3）⎨            （4）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2
2 4 5

2 2 4

x x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 5 4
3 2 6 1
2 5 7 5

8 2 3 1

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

− + + = −⎧
⎪ + − − = −⎪
⎨ + − − =⎪
⎪ − + − = −⎩

，

，

，

． 

   

   

   

 
 

2．当λ 取何值时，非齐次线性方程组 
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1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

2 2
2

2

x x x
x x x
x x x

λ
λ

− + + = −⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − =⎩ ，

，

，

 

    
 

    

                        

                              

        

  

 

   

   

    

    

有解？并求出它的通解． 
3．当λ 取何值时，非齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1x x x
x x x
x x x

λ
λ λ

λ λ

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

+ + =
+ + =
+ + =，

，

，

．

 

 

 

     

    

 
   

 
 

（1）有惟一解；（2）无解；（3）有无穷多个解，并求其通解． 

4．讨论当 ， 为何值时，方程组 p q

51 2 3 4

51 2 3 4

52 3 4

51 2 3 4

1
3 2 3

2 2 6 3
5 4 3 3

x x x x x
x x x x x p

x x x x
x x x x x q

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

+ + + + =
+ + + − =

+ + + =
+ + + − =

，

，

，

．

 

 

            

      

           

  

 

（1）无解；（2）有解，并求其通解． 

3.6  本章学习指导 

3.6.1  教学基本要求 

1．理解 维向量的概念，掌握向量的线性运算． n
2．理解向量组线性相关、线性无关的定义，并知道有关的重要结论． 
3．知道向量组极大无关组和向量组秩的概念，并会求已知向量组的秩和极大无关组． 
4．理解齐次线性方程组有非零解的充分必要条件及非齐次线性方程组有解的充分必要条

件． 
5．理解齐次线性方程组基础解系的概念，知道线性方程组通解的概念及解的结构． 
6．熟练掌握用行初等变换求线性方程组通解的方法． 

3.6.2  考点提示 

1．向量的线性运算． 
2．判断向量组的线性相关性（含简单证明题）． 
3．求向量组的秩和极大无关组． 

 



第 3 章  n 维向量与线性方程组                               87 

4．求解齐次线性方程组、非齐次线性方程组． 
5．讨论含参数的线性方程组解的情况． 

3.6.3  疑难解析 

1．如何判断向量组的线性相关性？ 
答  如果 维向量组n 1 2, , , m"α α α 中的向量均为数字向量，则可根据向量组 1 2, , , m"α α α 的秩来

判断它的线性相关性——当向量组 1 2, , , m"α α α 的秩小于 时，它是线性相关的，当向量组m

1 2, , , m"α α α 的秩等于 时，它是线性无关的．特别地，两个向量线性相关m ⇔ 对应分量成比例；

当 时，nm > 1 2, , , m"α α α 必线性相关；当 时，若记nm = =A [ 1 2 n"α α α ]，则向量组 1 2, , , m"α α α

线性相关⇔ 0=A ． 

如果 1 2, , , m"α α α 不是数字向量，则可根据向量组线性相关的定义和性质来判断它的线性相

关性．比如，如果 1 2, , , m"α α α 中有一个向量能由其余 1−m 个向量线性表示，则 1 2, , , m"α α α 线性相

关；如果与向量方程 1 1 2 2 m mx x x+ + + = 0"α α α 等价的齐次线性方程组有非零解，则 1 2, , , m"α α α 线

性相关，如果与向量方程 1 1 2 2 m mx x x+ + + = 0"α α α 等价的齐次线性方程组只有零解，则

1 2, , , m"α α α 线性无关． 

2．如何判别一个向量是否可由已知向量组线性表示？  
答  向量 β 能由向量组 1 2, , , m"α α α 线性表示 ⇔ 矩阵 =A [ 1 2 m"α α α ]的秩与矩阵

[=B 1 2 m" βα α α   ]的秩相等．当 ( ) ( )R R m= =A B 时，向量组 1 2, , , m"α α α 线性无关，

向量组 1 2, , , ,m"α α α β 线性相关，从而β 可由向量组 1 2, , , m"α α α 线性表示，且表示方法惟一． 

3．如何求向量组的秩和极大无关组？  
答  以向量组 1 2, , , m"α α α 的各个向量为列作矩阵 A，对 A施行初等行变换，将其化为阶

梯形矩阵 B，则 B 中非零行的个数 r 即为矩阵 的秩，也是向量组A 1 2, , , m"α α α 的秩．由于矩

阵的初等行变换不改变矩阵列向量间的线性关系，取 B 中 r 个线性无关的列向量（一般取非

零行的首非零元素所在的列），则 中与之对应的 r 个列向量即为向量组A 1 2, , , m"α α α 的一个极

大线性无关组． 

3.7  本章复习题 

1．填空题 
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（1）设α =（1,2,3），β =（2,1,4），则 2−β α =（        ）． 

（2）已知 1 2 1(1, 2 ,1) ( 1, 0 , 2 ) 2 −= = − ＝ ，， ， 且 2α α α αα 则         ． =α
（3）若存在一组实数 ，使mkkk ,,, 21 " 1 1 2 2 m mk k k= + + +"β α α α ，则称β 是 1 2, , , m"α α α 的        ；向

量组β , 1 2, , , m"α α α 线性        关． 

（4）向量组 线性        2 31

1 1
0 2
2 4

  −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥    ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−   ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= = =， ，α α α

1
2
0

关． 

（5）若向量组 1 2, , , s"α α α 中至少有一个向量能由其他向量线性表示，则向量组 1 2, , , s"α α α 线性        关． 

（6）m 个 n 维向量组成的向量组，当 m        n 时，该向量组一定线性相关． 

（7）向量组 T 是向量组 A 的一个部分组，若 A 中任何一个向量均能由 T 线性表示，则向量组 T 与 A 向量

组        ． 

（8）已知向量组 1 2 3(1 0 1 0) (2 2 1) (0 2 3 1)t= − = − − = −, , , , , , , , ,， ，α α α − 的秩为2，则 t 的值为        ． 

（9） 元齐次线性方程组n 0=Ax 有非零解的充分必要条件是         ( )R A ． 

（10）设 为0=Ax nm × 型齐次线性方程组，如果 ( )R r n= <A ，则其基础解系含有        个解向量． 

（11）若向量组 1 2, , , r"ξ ξ ξ 与 1 2, , , r"ζ ζ ζ 均为齐次线性方程组 =Ax 0 的一个基础解系，则 1 2, , , r"ξ ξ ξ 与

1 2, , , r"ζ ζ ζ         ． 

（12）n 元非齐次线性方程组 的系数矩阵 A 的秩 R(A)        =Ax b n 时，方程组有惟一解． 

2．判断题 

（1）所有的零向量都相等． 
（2）如果存在一组不全为零的数 ，使1 2, , , mk k k" 1 1 2 2 m mk k k+ + +"α α α ≠0 成立，则 1 2, , , m"α α α 线性无关． 
（3）如果 n 维列向量组 A： 1 2, , , s"α α α 线性无关，则 A 的秩为 s． 
（4）若 1 2, , , m"α α α 线性相关，则 1 2 1, , , ,m m+"α α α α 也线性相关． 
（5）若一个向量组的秩是 3，则该向量组中任意 3 个向量都线性无关． 

（6）若向量组A 能由向量组B 线性表示，则A 所含向量个数必不超过B 所含向量个数． 

（7）设 1 2, , , m"α α α 为 n 维向量组，如果 ( )1 2[ mR m] ="α α α ，则向量组 1 2, , , m"α α α 线性无关． 

（8）如果向量 1 2, , , r"ξ ξ ξ 均为齐次线性方程组 A x = 0 的解向量，且线性无关，则 1 2, , , r"ξ ξ ξ 就是 A x 

= 0 的一个基础解系． 

（9）非齐次线性方程组 A x = b 有解的充分必要条件是其系数矩阵的秩等于其增广矩阵的秩． 

3．选择题 

（1）如果向量组 2）线性相关，那么向量组中［        ］可由其余的向量线性表示． 1 2, , , (m m"α α α ≥

（A）任何一个向量；  （B）最多有一个向量；  （C）至少有一个向量；  （D）没有一个向量． 

（2）设 A 是 阶方阵，且n A =0，则 A 中［        ］． 
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（A）必有一列元素全为零； 

（B）必有两列元素对应成比例； 

（C）必有一列向量是其余列向量的线性组合； 

（D）任一列向量是其余列向量的线性组合． 

（3）如果向量β 能够由向量组 1 2, , , n: "α α αA 线性表示，那么向量组 1 2, , , ,n: "α α αB β 的秩［        ］． 

（A）小于 A的秩；    （B）等于 A的秩；     （C）大于 A的秩；    （D）与 A的秩无关． 
（4）若非齐次线性方程组 中方程的个数少于未知数的个数，则［        ］． =Ax b
（A） 必有无穷多解；                （B）=Ax b =Ax b无解； 

（C） 必有非零解；                  （D）= 0Ax = 0Ax 只有零解． 

（5）对于非齐次线性方程组 ，下列说法正确的是（        ）． =Ax b

（A）若 只有零解，则 无解；     = 0Ax =Ax b

（B）若 有非零解，则 有解；  = 0Ax =Ax b

（C）若 有解，则=Ax b = 0Ax 有非零解； 

（D）若 有惟一解，则 只有零解． =Ax b = 0Ax

4．若α =（4,5, 5,3），− β =（4,1, −1,1），γ =（5,2,1,8），且 3( −τ α )+5( −τ β )=2( +τ γ )，求τ ． 

5．设 1
α ( )2, 3, 8, 2= − ，

2
α ( )1,3,1,4= ， 3

α (1, 6, 2, 7= − ) ，若向量 满足x )2 1 3
2( + + = −α α αx x ，试求向

量 ，并判断 的线性相关性． x
1 2 3, , ,α α α x

6．判断下列向量组的线性相关性： 

（1）
1

α =(1,1,0)，
2

α =(0,2,1)，
3

α =(2,4,1)； 

（2）
1

α = ，T)2,1,0,1( −
2

α = ，T)2,1,1,1(−
3

α = ，T(2,0,3,1) 4
α = T(0,3,1, 2)− ． 

7．求下列向量组的秩和一个极大无关组： 

（1）
1

α = ，T(1,0, 1)− 2
α = ，T)1,2,1( 3

α = ； T)5,4,1(−

（2）
1

α =(1,5,0,8)，
2

α =(4,3,1, − 2)，
3

α =( 2,− − 10,0, − 16)，
4

α =(5,8,1,6)． 

8．向量 能否用向量组(4, 3,1,1= −β ) ( ) ( ) ( )1 2 32,1, 3, 1 3, 1, 2, 0 1, 3, 4, 2= − = − = −， ，α α α 线性表示？若能，

请写出表示式，并说明表示式是否惟一；若不能，请说明理由． 

9．设向量组
1 2 3 4
, , ,α α α α 线性无关

1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1
= + = + = + = −， ， ， ，β α α β α α β α α β α α ，试证明向量组

1 2 3 4
, , ,β β β β 也线性无关． 

10．求下列方程组的通解： 
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（1）      （2）1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2
2 0
4 3

x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

+ −
+ − + =
+ + − =

          ，

，

．

 

   
0

0

= 1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

0
2 2 4 0
4 6 3 0

x x x x
x x x x
x x x

− − + =⎧
⎪ + − + =⎨
⎪ − + =⎩

 ，

，

．

 

（3）      （4）1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2
2 4 5

2 2 4

x x x x
x x x x
x x x x

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

+ − + =
+ + + =
+ + − =

，

，

． 

   1  1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

 0
2 3 1
3 5 2

  x x x x
x x x x
x x x x

− + − =⎧
⎪ − + − =⎨
⎪ − + − =⎩

，

，

．

 

11．λ 取何值时，方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1
1

3 1

x x x
x x x
x x xλ

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

− + =
+ − = −
− + = −

 

 

，

，

．

 
 

 
 

有解？有多少解？并求出全部解． 
12．当λ 取何值时，非齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

2 1
2
4 3

x x x
x x x
x x x

λ
λ

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

− + =
+ − =

− + =

，

，

   

有解？求出它的通解． 
13． 为何值时，非齐次线性方程组  p q，

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6
2 3 1

7
3 5 4

x x x
x x x
x x px
x x x q

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

+ + =
+ + = −
+ + = −
+ + =

     

 

  

  

，

，

，

，

 

（1）无解；（2）有惟一解；（3）有无穷多个解，并求其通解． 
 

 



第 4 章  矩阵的特征值与特征向量 

矩阵的特征值与特征向量是矩阵理论的重要组成部分，它不仅是矩阵相似变换的研究

工具，而且在数学的某些分支（如微分方程、差分方程、矩阵分析等）以及工程技术、经

济管理等许多领域中，也有着广泛的应用． 
本章简要介绍矩阵的特征值、特征向量以及相似矩阵、对角矩阵、正交矩阵等概念及

相关理论． 
本章所讨论的矩阵均为实方阵． 

4.1  矩阵的特征值与特征向量 

4.1.1  特征值与特征向量的概念 

定义 4.1  设 A 是 n 阶方阵，如果对于实数λ ，存在 n 维非零向量α ，使得 

Aα = λ α ，                              (4.1) 

则实数λ 称为方阵 A 的一个特征值，向量α 称为方阵 A 的对应于特征值λ 的特征向量． 

例如，对于三阶矩阵 A= 和向量

1 2 1
1 2 1
1 5 3

      

  − −

−     

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=α
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
1

，由于 

=Aα

1 2 1
1 2 1
1 5 3

      

  − −

−     

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
1

= =2
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
0
2

α ， 

所以 2 是矩阵 A 的一个特征值，记作λ = 2，向量α = 是 A 对应于特征值

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
1

λ = 2 的特征向

量． 
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    定义 4.2  设矩阵 A =
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

nnn n

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，称矩阵 

λ E − A =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n

a a a
a a a

a a a

λ
λ

λ

− − −

nn

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

 

为矩阵 A 的特征矩阵；特征矩阵的行列式 λ −E A 是一个关于λ 的 n 次多项式，记作 f ( λ )，

称为矩阵 A 的特征多项式；方程 λ −E A = 0 称为矩阵 A 的特征方程． 

例如，矩阵 A=
4 6 0
3 5 0
3 6  1

− −

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

的特征矩阵为 

λ E A =− λ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−

  

4 6 0
3 5 0

3   6 1

  − −

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

      

=  

4 6 0
3 5    0
3          6 1  

 
λ

λ

λ

 

   

−  −

+

− − −

 ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   
    

 

 

； 

A 的特征多项式为 

λ −E A =

 

 

   

  

4 6    0   

 3   5 0   
3   6 1

 

    

λ

λ

λ

− −

+

− − −

= = ； 233 +− λλ 2)1)(2( −+ λλ

A 的特征方程是 
λ −E A =0， 

即 
233 +− λλ = 0． 

4.1.2  矩阵特征值与特征向量的求法 

由于式(4.1)可改写成为( λ E − A)α =0，故矩阵 A 的属于特征值λ 的特征向量α 就是齐

次线性方程组 
( λ E–A)x = 0                             (4.2) 

的非零解．而齐次线性方程组(4.2)有非零解的充分必要条件是 

λ −E A = 0，                           (4.3) 
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因此，矩阵 A 的特征值就是其特征方程(4.3)的解，而特征值所对应的特征向量就是齐次线

性方程组(4.2)的非零解向量．于是，我们可以按以下步骤求矩阵的特征值及其对应的特征

向量： 

（1）写出矩阵 A 的特征方程 λ −E A = 0（或多项式 =)(λf λ −E A ）； 
（2）解特征方程 λ −E A =0，求出其全部解 1λ , 2λ ,…, sλ （即求出特征多项式

=)(λf λ −E A 的全部根 1λ , 2λ ,…, sλ ），它们就是矩阵 A 的全部特征值； 

（3）把每一个特征值 iλ 依次代入齐次线性方程组( λ E –A)x = 0 中，求出相应的齐次线

性方程组的一个基础解系，设为 1 2, , , rξ ξ ξ ，则 

1 1 2 2 r rk k k+ + +ξ ξ ξ  

就是对应于特征值 iλ 的全部特征向量，其中 , ,…, 为任意一组不全为零的实数． 1k 2k rk

    例 1  设 A=   

1       2        1
 1    2   1
1        5      3

 
 

− −

−

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥ ，求 A 的特征值和特征向量． 

解  A 的特征多项式 

λ −E A =

  

1 2 1
11 2

1 5     3

λ

λ

λ

− − −

− +

− −

1(= ) )1)(2( +− λλ ，        λ−

解得 A 的特征值为 ， ， ． 11 =λ 22 =λ 13 −=λ

    把 代入齐次线性方程组(11 =λ λ E A)x = 0，得 −

2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

3 0

5 2 0

x x

x x x

x x x

 

 

      − −  =

− + +  =

  − − =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

，

，

 

1 2

2 2

3 2

   
   

2

x x
x x
x x

=

=

= −

⎧
⎪
⎨
⎪⎩    ，

，

，

 

其同解方程组为 

向量  

1
 1

2
 

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
是它的一个基础解系，故 A 对应于特征值 的特征向量为11 =λ 1k

1
1
2
   

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
（ 为非1k
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零实数）；把 代入齐次线性方程组(22 =λ λ E–A)x = 0，得 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

4 0

 5 0

x x x

x x x

x x x

   

  

 − − =

− + + =

− − =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

，

，

 

其同解方程组为 

1 3

2

3 3

0
x x
x
x x

  

=

=

=

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 
，

，

，

 

向量 是它的一个基础解系，故 A 对应于特征值 的特征向量为 （ 为非零

实数）． 

1
0
1 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

22 =λ 2k

1
0
1

 

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2k

把 代入齐次线性方程组(13 −=λ λ E A)x = ，得 −  0

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 0

0

5 4 0  
x x x

x x x

x x x

   

− − − =

− + + =

− − =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 
  ，

，

，

 

1 3

2 3

3 3

1
4
3
4
  

 
x x

x x

x x   

 

=

= −

=

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

 ，

，

，

 

其同解方程组为 

向量 是它的一个基础解系，故 A 对应于特征值 的特征向量为 （ 为非

零实数）． 

1
3
4

 

    

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  

13 −=λ 3k

1
3
4

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3k

例 2  设 A = ，求 A 的特征值和特征向量． 
0 0

0
0 0

a
b

c

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0⎥
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    解  A 的特征多项式 

λ −E A =
0 0

0 0
0 0

a
b

c

λ

λ

λ

 

   

 

  

    

−  

        −

 −

  

    

   

 

= ))()(( cba −−− λλλ ， 

解得 A 的特征值为 a=1λ ， b=2λ ， c=3λ ． 

    把 a=1λ 代入齐次线性方程组( λ E A)x = 0，求得其基础解系为−

1
0
0

 ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，所以 （

为非零实数）是矩阵 A 对应于特征值

1

1
0
0

k

 ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1k

a=1λ 的全部特征向量． 

类似地，得到
2

0
1
0

k  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

（ 为非零实数）是矩阵 A 对应于特征值2k b=2λ 的全部特征向量；

( 为非零实数）是矩阵 A 对应于特征值3

0
0
1

k

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3k c=3λ 的全部特征向量． 

由例 2 可见：对角矩阵的特征值就是它的对角线上的元素．这一结论以后我们可以直

接应用． 

4.1.3  特征值与特征向量的性质 

定理 4.1  n 阶方阵 A 与它的转置矩阵 TA 有相同的特征值． 
证明  因为 

λ −E TA = T( )λ −E TA = T( )λ −E A ， 
所以 

T T( )λ λ λ− = − = −E A E A E A ， 

即矩阵 A 与 TA 的特征多项式相同，因此，它们的特征值也相同． 
定理 4.2  矩阵 A 的不同特征值所对应的特征向量线性无关． 
证明  仅证明两个不同特征值所对应的特征向量的情形，多个不同特征值的情形可以

用数学归纳法加以证明． 
用反证法：设 1α 与 2α 分别是矩阵 A 的两个不同的特征值 1λ 与 2λ 所对应的特征向量．若

1α 与 2α 线性相关，则必有一个向量能够由另一个向量线性表示，不妨设 2 1k=α α )0( ≠k ，

于是有 
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2 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )k k k k 1 2λ λ λ= = = = =α α α α αA A A α ， 
即 2α 也是 A 对应于 1λ 的特征向量，与已知条件矛盾，所以 1α 与 2α 线性无关． 

习题 4.1 

     1．求下列矩阵的特征值和特征向量： 

（1）A = ；                  （2）A =
  

2 2
1  5

⎡
⎢
⎣ ⎦−
  ⎤

⎥
1 1 0
1 1 2
0 0 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

； 

（3）A = ；                （4）A =
3 2 4
2 0 2
4 2 3

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
    

 

  

   

1 1 1 1
1 1 1 1
1  1 1 1
1 1 1 1

 

 

  

 

 

    

    ⎡ ⎤
⎢ ⎥     − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −    ⎣ ⎦

  
． 

2．已知 0 是矩阵

1 0 1
0 2 0
1 0 a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A 的一个特征值，（1）求 的值；（2）求 A 的其他特征值及各特征值

所对应的特征向量． 

a

3．设λ 是 n 阶可逆方阵 A 的任一特征值，试证明
λ
1 是 1−A 的特征值． 

4.2  相似矩阵与矩阵的相似对角化 

4.2.1  相似矩阵的概念 

定义 4.3  对于 n 阶方阵 A 与 B，如果存在可逆矩阵 P，使得 
1− =P AP B， 

则称矩阵 A 与 B 相似或 A 相似于 B，记作 A～B ． 
矩阵相似具有以下性质： 
（1）反身性：A～A； 

    这是因为：A= 1−E AE ． 
   （2）对称性：如果 A～B，那么 B～A ； 
    这是因为：如果 A～B，则有可逆矩阵 P ，使 B = ，于是 A =1−P AP 1−PBP ．令 ，

则有 A = ，所以 B～A ． 

1−=Q P
1−Q BQ

   （3）传递性：如果 A～B，B～C，那么 A～C． 
    这是因为：如果 A～B，B～C，则有可逆矩阵 P 、Q，使 B= ，C = ，于

是 

1−P AP 1−Q BQ
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C = ， 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − − −= =Q P AP Q Q P A PQ PQ A PQ
因此 A～C． 
    除以上三点外，相似矩阵还有以下重要性质： 

    定理 4.3  相似矩阵的行列式相同． 
证明  设 A～B，即存在可逆矩阵 P ，使 B= 1−P AP ，则    

1 1− −= =B P AP P A P = 1 1− −= = =P P A P P A E A A ． 

定理 4.4  相似矩阵具有相同的可逆性；若可逆，它们的逆矩阵也相似． 
证明  设 A～B，由定理 4.3 知， =A B ，故它们同时为零或同时不为零，因此矩阵

A 与矩阵 B 具有相同的可逆性． 
如果 A、B 均为可逆矩阵，由于 A～B，即存在可逆矩阵 P ，使 B= 1−P AP ，故 

1−B = 1 1( )− −P AP = 1 1 1 1( )− − − −P A P = ． 1 1− −P A P
于是由定义 4.3 知 1−B ～ 1−A ，再由矩阵相似的对称性知 1−A ～ 1−B ． 

定理 4.5  相似矩阵具有相同的特征值． 
∗ 证明  设 A～B，即存在可逆矩阵 P ，使 B= 1−P AP，于是 

               1 1 1( )λ λ λ− − −− = − = −E B E P AP P E P P AP  

= 1 1( )λ λ− −− = −P E A P P E A P  

= λ −E A ． 

    上式表明，A 与 B 有相同的特征多项式，因此有相同的特征值． 

4.2.2  矩阵可相似对角化的条件 

定义 4.4  对于 阶方阵 A，如果存在可逆矩阵 P，使n 1− =P AP Λ 为对角阵，则称矩阵

A 可相似对角化，简称矩阵 A 可对角化． 
定理 4.6  n 阶方阵 A 可对角化的充分必要条件是 A 有 n 个线性无关的特征向量． 
证明  必要性：若 A 可对角化，则存在可逆阵 P ，使 

1− =P AP Λ =
1

2

n

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，  

从而 
AP=P Λ ． 

设 为 P 的 个列向量，即1 2, , , np p p n =P [ 1 2 np p p ]，则  

=AP A [ ]=[1 2 np p p 1 2 nAp Ap Ap ] 
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= PΛ =[ ]1 2 np p p

1

2

n

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

=[ 1 1 2 2 n nλ λ λp p p ]， 

于是， =iAp i iλ p (i=1,2,…,n)，从而知 iλ 是 A 的特征值， 是 A 对应于特征值ip iλ 的特征向

量．因为 P 为可逆矩阵，故 线性无关，因此 A 有 n 个线性无关的特征向量． 1 2, , , np p p
    充分性：若 A 有 n 个线性无关的特征向量 ，其对应特征值分别为1 2, , , np p p

1λ , 2λ ,…, nλ ，即 iAp = i iλ p (i=1,2,…,n)，令 P =[ ]，则 P 可逆，且 1 2 np p p

AP = A[ ]=[1 2 np p p 1 1 2 2 n nλ λ λp p p ] 

=[ ]1 2 np p p

1

2

n

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= P Λ ， 

从而， 1− =P AP Λ，即 A 可对角化． 

定理 4.7  如果 n 阶矩阵 A 有 n 个不同的特征根，则 A 可对角化． 

证明  如果 n 阶矩阵 A 有 n 个不同的特征根，则由定理 4.2 知，A 有 n 个线性无关的

特征向量，再由定理 4.6 知，A 可对角化． 

4.2.3  矩阵相似对角化及其应用 

例 1  判断矩阵 A=
1 2 2
2 2 4
2 4 2

  −   

− −   

    −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

能否对角化，若可对角化，求与其相似的对角矩阵． 

解  矩阵 A 的特征多项式为 
1 2 2

2 2 4
22 4

λ

λ λ

λ

−   −

− =   + −

− − +

E A )7()2( 2 +− λλ= ， 

所以 A 的特征值为 ， ． =1λ 22 =λ 73 −=λ
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把 代入齐次线性方程=1λ 22 =λ 组 ( )λ − = 0E A x ，得 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 0
2 4 4 0
2 4 4 0

x x x
x x x
x x x

+ − =

+ − =

− − + =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 
 ，

，

，

 

其基础解系为 1

2
0
1
 

 

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ 

α ， ． 2

0
1
1
  

 

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α

把 代入齐次线性方程组 (73 −=λ )λ − = 0E A x ，得 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 2 2 0
2 5 4 0

2 4 5 0

x x x
x x x

x x x

− + − =

− − =

− − − =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 
，

，

，

 

其基础解系为
3

1
2

2

 

 

=

  

  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ． 

由定理 4.2 知，向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关，即 A 有 3 个线性无关的特征向量，故 A 可

对角化． 

以 1 2 3, ,α α α 为列作矩阵 P =

2   0   1
0   1   2
1    1 2 

 

  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，则 1−P AP =

2 0 0
0 2 0
0 0 7

 

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

就是与 A 相似的对角矩阵（见定理 4.6 充分性的证明）． 
注意：判断一个 n 阶方阵 A 能否对角化，只要求出 A 的全部特征值，然后将不同的特

征值 iλ 依次代入齐次线性方程组( λ E A)x =0，并求出它的一个基础解系．如果这些基础

解系所含向量个数之和小于 n，则 A 不能对角化；如果这些基础解系所含向量个数之和恰

好为 n，则 A 能够对角化，并且以这些向量为列组成的矩阵 P 就可以将 A 对角化，即

−

1− =P AP Λ ． 

例 2  已知矩阵

1 0 0
0 0 0

0 0 1

  

=   

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ，

1 0 0
2 1 0

2 1 1

  

= −

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，若矩阵 满足 ，试求

． 

B 1−=B PAP

101B
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解  由 可求 ，于是 1−Q AQ 1

1 0 0
2 1 0

4 1 1

−

    

=   −

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P

1−=B PAP =

1 0 0
2 1 0
2 1 1

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 0
0 0 0
0 0 1

  

  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 0
2 1 0
4 1 1

    

  −

−   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

1 0 0
2 0 0
6 1 1

    

    

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

， 101 1 101( )−=B PAP = =1 1 1−( )( ) ( )− −PAP PAP PAP 101 1−PA P

=

101 个 

而 

101

1 0 0
0 0 0

0 0 1

  

=   

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A A， 

故 

101 =B 101 1−PA P = 1−PAP =
1 0 0
2 0 0

6 1 1

    

=     

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B ． 

∗ 例 3（矩阵相似于对角矩阵的应用之一：人口流动问题）设某国人口流动状态的统计

规律是每年有十分之一的城市人口流向农村，十分之二的农村人口流向城市．假设人口总

数不变，那么经过许多年后，全国人口将会集中在城市吗？ 
解  设最初城市、农村人口分别为 ，则第一年末城乡人口为 00 , zy

1 0

1 0

0.9 0.2
0.1 0.8

y y 0

0

z
z y z

= +

= +
⎧
⎨
⎩

，

，
 

即 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0

0

1

1

8.01.0
2.09.0

z
y

z
y

； 

第 年末城乡人口为 k

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−

1

1

8.01.0
2.09.0

k

k

k

k

z
y

z
y

． 

由此推得 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0

0

8.01.0
2.09.0

z
y

z
y k

k

k ． 
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设 ，为计算
0.9 0.2
0.1 0.8

=
⎡ ⎤
⎢
⎣ ⎦

A ⎥
kA ，将 A 相似对角化： 

由 0λ− =A E 求得 A 的特征值为 1 21 0.7λ λ= =， ，它们对应的特征向量分别为

1

2
3
1
3

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ， 2

1
3
1
3

  
=

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ．取

2 1
3 3
1 1
3 3

  
=

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，则
11

2

λ
λ

− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
P AP ，故

1 1

2

λ
λ

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
A P P ， 

于是 

1 1

2

k

k λ
λ

−⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
A P P = 1 1

2

kλ
λ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P P =

2 1 2 2
0.7 0.7

3 3 3 3

1 1 1 2
0.7 0.7

3 3 3 3

k k

k k

+ × − ×

− × + ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

从而 

0

0

k k

k

y y
z z

=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A = 0 0 0 0

2 1
3 3

( ) ( 2 )0.7
1 1
3 3

ky z y z
  

+ + −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

． 

当 时， ，故 ∞→k 07.0 →k

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∞

∞

z
y

0 0

2
3

( )
1
3

y z+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=
0 0

0 0

2
( )

3

1
( )

3

y z

y z

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

即当 时，城市与农村人口比例为 2:1，趋于稳定的分布状态． ∞→k

习题 4.2 

1．判断下列矩阵能否对角化；如果能对角化，试求出与其相似的对角阵和将其化成对角阵的可逆矩

阵 P． 

（1） ；（2）
2 2 0
2 1 2
0 2 0

  −   ⎡ ⎤
⎢ ⎥−   −⎢ ⎥
⎢ ⎥  −   ⎣ ⎦

3 2 0
1 3 1
5 7 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−   
−   −
−   −

；（3）
1 2 1
1 2 1
1 5 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

      
  − −
−     

；（4）

1 1 1
2 4 2
2 2 0

  −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−   ⎣ ⎦

． 

2．设 A，B 均为 阶方阵，如果 A 可逆，试证明 AB～BA． n
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3．如果 A～B，试证明 A ～B ． T T

4.3  正 交 矩 阵 

4.3.1  向量的内积 

定义 4.5  设有两个 n 维向量α = ，

1

2

n

a
a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

β =

1

2

n

b
b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，记 

(α , β ) = ， nnbababa +++ 2211

则(α , β )称为向量α 与 β 的内积． 
    如果用矩阵记号表示，向量的内积还可以写成 

(α , β )= Tα β =[ ]1 2 na a a

1

2

n

b
b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

向量的内积满足下面的运算规律（设α ， β ，γ 是 n 维向量， 是常数）： k
（1）交换性：(α , β ) = ( β ,α )； 
（2）线性性：(α + β ,γ ) = (α ,γ ) + ( β ,γ )，( kα , β ) = (k α , β )； 
（3）非负性：(α ,α )≥0，且(α ,α )=0 的充分必要条件是α = 0． 
定义 4.6  设α = 是 n 维向量，称 T

1 2( , , , )na a a

α = ( , )α α = 2 2 2
1 2 na a a+ + +  

为向量α 的长度． 

例如，向量 T(1, 2, 2)= −α 的长度为 α = 222 )2(21 −++ =3． 

显然，零向量的长度为零， 中的基本向量 的长度为 1．长度为 1 的向量称为单位

向量． 

nR ie

对任意向量α 和任意实数 ，由定义 4.6 可得k k k=α α ．于是，对于任意的非零向

量α ，若记
0 1

=α α
α ，则

0 1 1= =α α
α ，即 0α 必是一个单位向量． 



第 4 章  矩阵的特征值与特征向量                            103 

由α 求 0α 的过程，称为对向量α 的单位化． 

4.3.2  向量正交与正交向量组 

    定义 4.7  如果向量α 与 β 的内积为零，即(α , β ) = 0，则称向量α 与 β 正交． 

由于零向量与任何向量的内积都为零，故由定义 4.7 可知，零向量与任何向量都正交． 

定义 4.8  如果向量组 1 2, , , sα α α 中的向量两两正交，则称其为正交向量组． 

对于 n 维基本向量组 ，由于1 2, , , ne e e ji ≠ 时， =0，故 n 维基本向量组

是一个正交向量组． 

( , )i je e

1 2, , , ne e e
定理 4.8  不含零向量的正交向量组一定线性无关． 

证明  设 1 2, , , sα α α 是一个不含零向量的正交向量组，假设数组 使得 skkk ,,, 21

1 1 2 2 s sk k k+ + +α α α = 0，                      (4.4) 

往证 ． 021 ==== skkk

    为此，用 1α 与式(4.4)左右两端分别作内积，有 

1(α , 1 1 2 2 s sk k k+ + +α α α ) = 1 1 1( , )k α α + 2 1 2( , )k α α +…+ 1( , )s sk α α  

= 1( ,0)α = 0．                                   (4.5) 

因为 1α 与 2 3, , , sα α α 都正交，所以 1( , )iα α = 0 ),,3,2( si = ． 

将 1( , )iα α =0 ),,3,2( si = 代 入 式 (4.5) 可 得 1 1 1( , )k α α =0 ． 因 为 1 ≠α 0 ， 所 以
2

1 1 1( , ) 0= ≠α α α ，故 ． 01 =k

同理可得 ，因此02 === skk 1 2, , , sα α α 线性无关． 
定理 4.8 的逆命题不成立，即线性无关的向量组不一定是正交向量组． 

4.3.3  线性无关向量组的标准正交化 

    定义 4.9  如果一个正交向量组中的每个向量都是单位向量，则称其为标准正交向量

组． 
    如果向量组 1 2, , , sα α α 线性无关，则一定可以找到一个与其等价的标准正交向量

组．对这一结论我们不作证明，而直接介绍一个求与已知的线性无关向量组等价的标准正

交组的方法——施密特（Schmidt）正交化方法： 
设向量组 1 2, , , sα α α 线性无关，取 

1 1=β α ， 
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2 1
2 2

1 1

( , )
( , )

= −
α β

1β α β
β β

， 

3 1
3 3 1

1 1

( , )
( , )

= − −
α β

β α β
β β

3 2
2

2 2

( , )
( , )
α β

β
β β

， 

……………………………………… 

s s=β α 1
1

1 1

( , )
( , )

s−
α β

β
β β

2
2

2 2

( , )
( , )

s−
α β

β
β β

1
1

1 1

( , )
( , )

s s
s

s s

−
−

− −

− −
α β

β
β β

， 

即 
1

1

( , )  ( 1,2, , )
( , )

i
i k

i i k
k k k

i s
−

=

= − =∑ α β
β α β

β β
． 

则向量组 1 2, , , sβ β β 为与 1 2, , , sα α α 等价的正交向量组． 
再将 1 2, , , sβ β β 单位化，取 

1
γ = 1

1

β
β

， 2γ = 2

2

β
β

，…， sγ = s

s

β
β

， 

则 1
γ , 2γ ,…, sγ 就是与 1 2, , , sα α α 等价的标准正交向量组． 

    求与线性无关向量组 1 2, , , sα α α 等价的标准正交向量组 1
γ , 2γ ,…, sγ 的过程，称为对

1 2, , , sα α α 进行标准正交化或正交规范化． 
    例 1  将向量组 ，

T T
1 2(1,1,0,0) (1,0,1,0)= =，α α T

3 (1,0,0, 1)= −α 标准正交化． 
 
    解  先正交化，取 

1 1=β α = ， 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
1
1

2 1
2 2 1

1 1

( , )
( , )

= −
α β

β α β
β β

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
1
0
1

=
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

0
0
1
1

2
1

1
2

1
2

1

0

  

−=

   

   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 
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3 3=β α 3 1
1

1 1

( , )
( , )

−
α β

β
β β

3 2
2

2 2

( , )
( , )

−
α β

β
β β

=

1
2

1 1
10 11 1
22 30 0
11 0

0

  

  

  −− −
  

   −

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

=

1
3

1
3

1
3

1

  

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

； 

再将 1β , 2β , 3β 单位化，取 

1
γ = 1

1

1

2

1

2

0

0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

β

β
， 2γ = 2

2

1
6

1
6

2
6

0

  

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

β

β
， 3γ = 3

3

3
6

3
6

3
6

3
2

  

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

β

β
， 

则
1

γ , 2γ , 3γ 便是与 1 2， ， 3α α α 等价的标准正交向量组． 

4.3.4  正交矩阵及其性质 

定义 4.10  如果 n 阶方阵 A 满足 
T T= =AA A A E ， 

则称 A 为正交矩阵． 
例如，矩阵 

A =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，B = cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，C =

1 1
2 2

1 1
2 2

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

等都是正交矩阵． 
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    下面研究正交矩阵的结构特征． 

设 A = 是一个正交矩阵，根据正交矩阵的定义有 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥

TAA =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= E， 

故 
2 2 2
1 2

1 1 2 2

1   ( 1,2, , )
0    ( )

i i in

i j i j in jn

a a a i n
a a a a a a i j

⎧      +       + +      = =⎪
⎨ + + + = ≠⎪⎩

，

当 时，
 

1

1,
0,

n

ik jk
k

i j
a a

i j=

=⎧
= ⎨ ≠⎩

∑
   （ ,i j = 1,2,…,n）． 

即 

上式表明： 
（1）正交矩阵 A 的任意一行（列）各元素的平方和为 1； 
（2）正交矩阵 A 的任意不同两行（列）对应元素的乘积之和为零． 

于是可以得出下面的结论： 
    方阵 A 为正交矩阵的充分必要条件是 A 的行（列）向量组是标准正交向量组． 

这一结论常用来判断一个矩阵是否为正交矩阵． 
根据正交矩阵的定义及结构特征容易证明正交矩阵具有以下性质： 
(1)  方阵 A 为正交矩阵的充分必要条件是 TA 1−= A ； 
(2)  若 A 为正交矩阵，则 A =1 或者 A = − 1； 
(3)  若 A 为正交矩阵，则 1−A 存在，且 1−A 也是正交矩阵； 
(4)  若 A，B 为同阶正交矩阵，则 A 与 B 的乘积 AB 也是正交矩阵． 
根据性质 1，要证明 A 为正交矩阵，只需验证 T =AA E 或 T =A A E 二者之一成立即

可．这是判断一个矩阵是否为正交矩阵另一常用方法． 
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例 2  判断下列矩阵是否为正交矩阵： 

（1）A =

1 11
2 3

1 1 2
2
1 1 1
3 2

 

⎡ ⎤−   ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−      ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥        −
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
;     （2）B =

1 1
3 3

1 1
6 6

1 1 0
2 2

 

  

1
3

2
6

⎡ ⎤−     ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥       −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  

． 

解（1）因为 A 的行向量不是单位向量，故 A 不是正交矩阵． 
（2）因为 

TB B =

1 1 1
3 3 3

2
6

1 1
6 6

1 1 0
2 2

 

 

⎡ ⎤−   ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥  −    
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥   ⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 1
3 6 2

1
2

1 1
3 6

1 2 0
3 6

⎡ ⎤−   ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥  −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥        ⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 0
0 1 0
0 0 1

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

=E， 

所以 B 是正交矩阵． 
    本例也可以用检验 B 的列（行）向量组为标准正交组的方法来证明——可以验证，B
的 3 个列（行）向量都是单位向量，且两两正交． 

习题 4.3 
1．计算向量α 与 β 的内积： 

（1）α = ，T)2,0,1( β = T)
2
1,3,1(− ；         （2）α = ，T)3,0,2,1( − β = ； T)0,1,1,2( −

（3）α = ，)3,1,2,1( − β = )3,1,1,2( − ；        （4） ，
1 2( )na a a= , , ,α β =

1 2( )na a a− − −, , , ． 

    2．把下列向量单位化： 
（1）α = ；  （2）T)3,1,1( − β = ． T)2,1,0,2( −

3．用施密特正交化方法将向量组标准正交化． 

（1） ，1

0
1
1

   
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦−

=
 

α
2

1
0
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

α ， 3

0
1
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ； （2） 1

1
1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
 

 

 α ， 2

1
1
0  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
−=
 

α ， 3

0
1
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=α ． 
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4．证明下列矩阵为正交矩阵： 

   （1）A=

3 1
2 2

1 3
2 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−

  

⎥
⎥ ；          （2）A=

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 0 0
2 2

1 10 0
2 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−   −

  
− −

  
    

    
  

 

 

  
． 

    5．如果α 与 1 2, , , sβ β β 都正交，试证明α 与 1 2, , , sβ β β 的任一线性组合也正交． 

4.4  化实对称矩阵为相似对角矩阵 

    所有元素均为实数的对称矩阵，称为实对称矩阵．实对称矩阵有以下性质： 
定理 4.9  实对称矩阵的特征值都是实数（证明略）． 
定理 4.10  实对称矩阵 A 的不同特征值所对应的特征向量正交． 

∗ 证明  设 1α ， 2α 分别是属于 A 的不同特征值 1λ ， 2λ 的特征向量，即 
A 1α = 1λ 1α ，A 2α = 2λ 2α （ 1λ ≠ 2λ ）， 

一方面： 
(A 1α , 2α )=( 1 1λ  α , 2α )= 1λ ( 1α , 2α )， 

另一方面： 
(A 1α , 2α )=(A 1α ) T

2α = T
1 2α αAT = T

1 2α αA   
                              =( 1α ,A 2α )=( 1α , 2 2λ  α )= 2λ ( 1α , 2α )， 
所以  

1λ 1 2( , )α α = 2λ 1 2( , )α α ， 
即 

1 2 1 2( )( , )λ λ− α α = 0． 

由于 1λ ≠ 2λ ，即 ，故021 ≠− λλ 1 2( , )α α = 0，所以 1α 与 2α 正交． 
定理4.11  设A为实对称矩阵，λ 是A的特征方程 0λ − =E A 的 重根，则方阵Ar λ− E

的秩 ( )R n rλ− = −A E ，从而有 r 个线性无关的特征向量对应于特征值λ ． 
证明略． 
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定理 4.12  若 A 为 阶实对称矩阵，则存在正交矩阵 Q，使 n

1−Q AQ = =Λ

1

2

n

λ

λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

其中， 1λ , 2λ ,…, nλ 是 A 的特征值． 

证明  设 A 的互不相等的特征值为 1λ , 2λ ,…, sλ ，它们的重数依次为 ,则

． 
srrr ,,, 21

nrrr s =+++ 21

由定理 4.11 知，对应于每个特征值 ，存在 个线性无关的特征向量．把

它们正交规范化，即得 个单位正交的特征向量．由 知，可以找到 个这

样的特征向量． 

),,2,1( sii =λ ir

ir nrrr s =+++ 21 n

由定理 4.10 知，对应于不同特征值的特征向量正交，故这 个单位特征向量两两正

交．设以这 个列向量为列构成的矩阵为 Q，则 Q 是正交矩阵，且有 

n

n
1−Q AQ = Λ ， 

其中 为对角阵，其对角线上含 个Λ ir ),,2,1( sii =λ ，恰是 A 的 个特征值． n
定理 4.12 的证明过程，就是求正交矩阵 Q，使 =1−Q AQ Λ （Λ 为对角阵）的过程． 

    例 1  设有实对称矩阵 

A = ， 
1 2 2
2 1 2
2 2 1  

       

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ 

 

求正交矩阵 Q，使得 为对角矩阵． 1−Q AQ
解  由于 A 为对称矩阵，故由定理 4.12 知，存在正交矩阵 Q，使得 为对角阵．而

A 的特征多项式 

1−Q AQ

    λ −E A =
1 2 2

2 1 2

12 2

λ

λ

λ

      

 

− − −

− − −

− − − 
 

  

   

     5 2 2

5 1 2

5 2 1

λ

λ λ

λ λ

 

 

 

 

 

− − −

−    −    −  

− −  −

=  

1 2 2
0 1 0
0 0

λ

λ

  

        

 

      

1

 − −

+

+

 = )5( −λ
1 2

1 1

1 2

λ

λ

 

  

 

  

   

2

2

1

−  −

 − −

−  −

     

   

)5( −λ=
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= 2)1( +λ )5( −λ ． 
故 A 的特征值为 11 −=λ （二重）， 52 =λ ． 

把 11 −=λ 代入齐次线性方程组 ( )λ −E A x = 0，求得基础解系为 

1

1
1
0
  

 

=

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ， 2 =α

1
0
1
 

  

 

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

． 

把它正交化，得 

1 1= =β α

1
1
0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

2 1
2 2 1

1 1

( , )
( , )

= − =
α ββ α β
β β

1
0
1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2
1

−

1
1
0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

1
2

1
2

1 

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
−⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦ 

；  

再单位化，得 

1
1

1

=
βγ
β

=

1
2

1
2

0

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 =

2
2

2
2

0

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
， 2

2
2

=
βγ
β

=

6
6

6
6

6
3

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
−⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

把 代入齐次线性方程组52 =λ ( )λ −E A x = 0，求得基础解系为 

3

1
1
1

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ， 

将其单位化，得 
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3
3

3

=
αγ
α

=

3
3

3
3

3
3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

    以正交单位向量 1 2 3, ,γ γ γ 为列作矩阵 Q，即令 

Q =

 

  
2 6

    
2 6

2 6
2 6

6 3
0

6 3

−
3

3

3
3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 

则 Q 是正交矩阵，且有 

1− =Q AQ
1 0 0
0 1 0

0 0 5

  

   

   

 

−        

 −     

      

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

习题 4.4 
1．求正交矩阵 Q，使 为对角矩阵． 1−Q AQ

（1）A = ；            （2）A = ； 
4 0 0
0 3 1
0 1 3

⎡
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

200
032
023

（3）A =
1 2 4
2 2 2
4 2 1

    

    

 

 −       

   

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

⎥ ；    （4）A =
3 1 0 1
1 3 1 0
0 1 3 1
1 0 1 3

  

   

      

 

 

  

 

 

      −⎡ ⎤
⎢ ⎥ −⎢ ⎥
⎢ ⎥  −   
⎢ ⎥−   ⎣ ⎦

 

 

． 

2．设 A 为 阶实对称矩阵，若 A 的特征值为 （重特征值按重数分别记），试证明n nλλλ ,,, 21
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1 2 nλ λ λ=A ． 

3．设 A 为二阶实对称矩阵，若 A 的一个特征值为 ，且31 −=λ 6=A ，求 A 的另一个特征值． 

4.5  本章学习指导 

4.5.1  教学基本要求 

1．了解矩阵的特征值与特征向量的概念并掌握其求法． 
2．知道相似矩阵的概念和性质，知道矩阵相似于对角矩阵的充要条件．会求实对称

矩阵的相似对角矩阵． 
3．知道向量内积的概念，会把线性无关向量组标准正交化． 
4．知道正交矩阵的概念和性质． 

4.5.2  考点提示 

1．求矩阵的特征值和特征向量． 
2．判断方阵可否对角化，将可对角化的方阵对角化． 
3．求向量的内积，判断向量是否正交． 
4．将线性无关向量组标准正交化． 
5．求正交变换，使对称矩阵相似对角化． 

4.5.3  疑难解析 

1．矩阵的相似矩阵是惟一的吗？ 

答  “相似”是矩阵之间的一种等价关系，如果矩阵 A 不是零矩阵和单位矩阵，则与

A 相似的矩阵不惟一 ——任给一个可逆矩阵 P，则 B = 1−P AP 与 A 相似． 

2．如何将实对称矩阵对角化？ 

答  实对称矩阵 A 对角化的步骤为： 
（1）解特征方程 λ  −E A =0，求出 A 的全部特征值 （重根分别记），其中nλλλ ,,, 21 iλ

必是实数． 
（2）求 ( )iλ  −E A x =0 的基础解系，即对应于

iλ 的线性无关的特征向量． 
（3）分别将属于各特征值的线性无关的特征向量正交化、单位化，得到 个正交的单n
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位特征向量 1 2, , , nγ γ γ ． 
（4）以 1 2, , , nγ γ γ 为列作一个矩阵 Q，则 Q 是正交矩阵，并且 

1−Q AQ =

1

2

n

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 

其中 iλ 是 iγ 所对应的特征值． 

4.6  本章复习题 

1．求下列矩阵的特征值和特征向量： 

（1）A = ；（2） ；（3）
3 1

5 1

  

−

⎡ ⎤
⎢⎣ ⎦⎥

3 0 0

0 3 0

0 0 3

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A

1 1 1

1 1 1

1 1 1

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ；（4）

1 3 3

3 5 3

6 6 4

−

= −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ． 

2．用施密特正交化方法将下列向量组标准正交化： 

（1）
1

α =(1,2, − 1) T，
2

α =( − 1,3,1) T  ，
3

α =(1,0,1) T； 

（2） ， ，
T

1 (1, 2, 2, 1)= −α T

2 (1,1, 5, 3)= −α T

3
(3, 2, 8, 7)= −α ． 

3．将下列矩阵对角化： 

（1）A = ；（2）A=
2 0 2
0 4 0

2 0 5

    −

      

−     

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

7 4 1
4 7 1

4 4 4  

  

 

     −

       −

−   −    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
． 

4．已知 A =
2 0 0
0 0 1
0 1 x

 

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，B =
2

1
y

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，且 A～B，试确定参数 x y， ． 

5．证明矩阵 A =

2 0 0

1 2 0

0 1 2

 

 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

  

 

    不与对角矩阵相似． 

6．证明：若 A 为正交矩阵，则 1−A 存在，且 1−A 也是正交矩阵． 

7．若 A，B 为同阶正交矩阵，试证明 A 与 B 的乘积 AB 也是正交矩阵． 



114                                       线性代数 

8．设 A 为正交矩阵，试证明 A 的行列式 A 为 1 或− 1． 

9．若 n 阶方阵 A 满足
2 =A A ，则称 A 为幂等矩阵．试证明幂等矩阵的特征值只能是 1 或者 0． 

10．如果有正整数 k，使 ，则 A 称为幂零矩阵．试证明幂零矩阵的特征值等于零． k =A o

11．设 A =

7 3 1 1
3 7 1 1
1 1 7 3
1 1 3 7 

 

  

    

   ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢   
⎢ ⎥
⎣ ⎦

− −
−       −
−
     −     −

  ⎥
⎥−

 
，求正交矩阵 Q，使得 为对角矩阵． 1−Q AQ

 
 



第 5 章  二 次 型 

二次型的理论起源于解析几何中对二次曲线和二次曲面的研究．二次型理论在工程技

术的许多领域中都有应用． 
本章主要介绍二次型、二次型的标准形、正定二次型等概念，以及化二次型为标准形

的方法．  

5.1  二次型的概念及其矩阵表示 

定义 5.1  含有 个变量 的二次齐次函数 n nxxx ,,, 21

=),,,( 21 nxxxf 22
222

2
111 nnn xaxaxa +++  

nn xxaxxa 112112 22 +++  

nn xxaxxa 223223 22 +++  

+ ……………………… 

nnnn xxa 1,12 −−+                                  (5.1) 

称为 元二次型，简称二次型． n
为研究问题方便，取 ，因为 ，所以式(5.1)可以写成 jiij aa = )( ji < ijji xxxx =

=),,,( 21 nxxxf nn xxaxxaxa 112112
2
111 +++  

nn xxaxaxxa 22
2
2221221 ++++  

+ …………………………… 
2

2211 nnnnnnn xaxxaxxa ++++  

=                                     (5.2) ∑∑
= =

n

i

n

j
jiij xxa

1 1

当 都是实数时，称二次型为实二次型．本书只讨论实二次型． ),,2,1,( njiaij =
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如果记 

1

2

n

x
x

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

X ，

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ， 

则式(5.2)可以写成矩阵形式： 

=),,,( 21 nxxxf

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

[       ]

n

n
n

n n nn n

a a a x
a a a x

x x x

a a a x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎥ ⎢ ⎥
⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢
⎢
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  
TX AX= ，         (5.3) 

其中 A 称为二次型 的矩阵，A 的秩称为二次型 的秩． ),,,( 21 nxxxf ),,,( 21 nxxxf
因为二次型 的系数满足f jiij aa = ，所以其系数矩阵 A 是对称矩阵． 

由上面的讨论可知，任给一个二次型，可以写出它的矩阵（对称矩阵）；反之，任给

一个对称矩阵，可以写出它对应的二次型． 
例 1  写出二次型 

),,( 321 xxxf =  2
33132

2
221

2
1 4264 xxxxxxxxx −++−+

的矩阵及矩阵表示式． 

解  因为 ， ， ， ，411 =a 222 −=a 133 −=a 32112 == aa
2
1

3113 == aa ， ，故

的矩阵为  

23223 == aa

),,( 321 xxxf
1

4 3
2

3 2 2
1

2 1
2

    

= −   

  −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ， 

其矩阵表示式为 

),,( 321 xxxf =
1

1 2 3 2

3

1
4 3

2
[     ] 3 2 2

1
2 1

2

x
x x x x

x

    

−   

  −

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 
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例 2  已知对称矩阵 
2 3 2
3 1 5

2 5 0

    −

=   −   

−     

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ， 

试写出其对应的二次型． 

解  ． 323121
2
2

2
1321 10462),,( xxxxxxxxxxxf +−+−=

例 3  求二次型 

1 2 3( , , )f x x x =  2
332

2
23121

2
1 431022 xxxxxxxxx −+++−

的秩． 
解  二次型的矩阵为 

2 1 5
1 3 2
5 2 1

  −   

= −     

    −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ， 

易求 ( ) 3R =A ，所以二次型 的秩为 3． ),,( 321 xxxf

习题 5.1 

    1．写出下列二次型的矩阵表达式：  

（1） ； 2
332

2
221

2
1 3422 xxxxxxxf −++−=

（2） 2 2
1 2 1 2 1 3 23 2 8 4 3f x x x x x x x x= − + − + ； 

（3） ． 43323121 262 xxxxxxxxf +−+=

2．写出下列矩阵所对应的二次型： 

（1）A = ；                    （2）B =
1 1

1 2

  −

−   

⎡ ⎤
⎢⎣ ⎦⎥

1 0 2

0 2 5

2 5 3

  

  

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

； 

（3）C = ；                （4）D =

0 2 1

2 0 3

1 3 0

  −

    

−   

⎡ ⎤
⎢
⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎥

2 1 1 2

1 1 0 3

1 0 0 4

2 3 4 0

  −

    

−   

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 
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5.2  二次型的标准形与规范形 

5.2.1  二次型的标准形 

设 与 是两组变量，称 nxxx ,,, 21 nyyy ,,, 21

    

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 1 2

   

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y
x c y c y c y

x c y c y c y

 = + + +⎧
⎪ = + + +⎪
⎨
⎪
⎪ = + + +⎩

，

，

，

                       (5.4) 

为由 到 的一个线性替换． nxxx ,,, 21 nyyy ,,, 21

如果系数矩阵 

C =  
11 12 1

21 22 2

1 2

                            

n

n

n n nn

c c c
c c c

c c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

是可逆矩阵，就称式(5.4)是可逆线性替换或非退化的线性替换；如果系数矩阵 C 是正交矩

阵，就称式(5.4)为正交替换． 

用变量的线性替换化二次型为标准形，是关于二次型问题的主要研究内容． 

线性替换可用矩阵乘法来表示．例如式(5.4)可以写成 

                         
1

2

n

x
x

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

11 12 1

21 22 2

1 2

                            

n

n

n n nn

c c c
c c c

c c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥
1

2

n

y
y

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

．                  (5.5) 

如果记 

X =

1

2

n

x
x

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，Y =
1

2

n

y
y

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 

则式(5.5)可以写成 

X = CY ．                                (5.6) 
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将式(5.6)代入式(5.3)，则二次型变形为 

f = = = ． TX AX T( ) ( )CY A CY T T( )Y C AC Y
即同一个二次型，若用变量 替换变量 ，则它的矩阵变为 ．特

别地，如果 为对角矩阵，则 化为 的形式，即 用

表示时，只有平方项而没有交叉乘积项．于是我们关心如何寻找适当的可逆矩阵 C，使得

为对角矩阵． 

nyyy ,,, 21 nxxx ,,, 21
TC AC

TC AC f 22
22

2
11 nn ydydyd +++ f nyyy ,,, 21

TC AC

    定义 5.2  如果二次型 可以通过可逆线性替换 X = CY（C 为 阶可逆矩

阵）化为 ，则称二次型 与二次型 是等价二次

型．特别地，如果 是一个只含平方项的二次型，即 

),,,( 21 nxxxf n

),,,( 21 nyyyg ),,,( 21 nxxxf ),,,( 21 nyyyg

),,,( 21 nyyyg

),,,( 21 nyyyg = ， 22
22

2
11 nn ydydyd +++

则称 为二次型 的一个标准形． ),,,( 21 nyyyg ),,,( 21 nxxxf

5.2.2  化二次型为标准形 

1．用配方法化二次型为标准形 

我们举例说明如何用配方法化二次型为标准型． 
例 1  将二次型 

),,( 321 xxxf =  323121
2
3

2
2

2
1 62252 xxxxxxxxx +−−++

化为标准形，并写出相应的线性替换． 
解  =  ),,( 321 xxxf 32

2
3

2
23121

2
1 652)22( xxxxxxxxx +++−−

=  )

3x

2()222( 32
2
3

2
232

2
3

2
23121

2
1 xxxxxxxxxxxxx ++−+++−− 2

332
2
2 562 xxxx +++

= ． 2
321 )( xxx −− 2

332
2
2 44 xxxx +++

上式右端括号外已不含 ，继续配方可得 1x
=f 2

321 )( xxx −− 2
32 )2( xx ++ ． 

1 1 2 3

2 2

3 3

2

y x x x

y x

y x

 = − −

= +

=

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 ，

，

，

  

     

 

    

           

      

 

 

令 
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1 1 2 3

2 2 3

3 3 

2

x y y y

x y y

x y

 

 

=  + −

= −

=

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 ，
，

，

   

          

                    
  

则 

是可逆线性替换，且把 化成标准形 ． f 2
2

2
1 yyf +=

所作可逆线性替换为 ，其中可逆线性替换的矩阵 =X CY

C =
1 1   1
0   1 2

0 0    1

    −

   −

       

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
． 

一般情况下，若给出的二次型 = 中有某个),,,( 21 nxxxf ∑
=

=
n

ji
jiijjiij aaxxa

1,
)( 2

ix 的系数

0≠iia ，则可把所有含 ix 的项括到一起进行一次配方（此时余下的各项中都不再含变量 ix ），

再对剩下的 1−n 个变量的二次型重复上述步骤． 
例 2  用配方法化二次型 

323121 262 xxxxxxf −+=  

为标准形，并求所用的线性替换． 
解  由于 f 中不含平方项，为了配方，我们构造平方项．因为 f 含有 项，令 21xx

     

1 1 2

2 1 2

3 3    

x y y
x y y

x y

= +

= −

=

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 ，

，

，  

 

  

            

 

   

 

   
     
    

  
 

代入原式可得 

3231
2
2

2
1 8422 yyyyyyf ++−= ． 

仿照例 1 的方法配方可得 
2 2 2
1 1 3 3 2 2 32( 2 ) 2 8 2 2

3f y y y y y y y y= + + − + −  

=  2
3

2
332

2
2

2
31 6)44(2)(2 yyyyyyy ++−−+

= ． 2
3

2
32

2
31 6)2(2)(2 yyyyy +−−+

  

 

1 1 3

2 2 3

3 3             

                 
 2            

                    
        

      z y y
z y y

z y

    

                     

          

 

 

= +

= −

=

⎧
⎪  ⎨
⎪⎩

   ，

，

，

   

 

令 
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1 1 3

2 2 3

3 3

2
       

y z z
y z z
y z

  

 

= −⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩   

 ，

，

．

 

则可逆线性替换为 

把二次型化为标准形 
2
3

2
2

2
1 622 zzzf +−= ． 

因为 
1 1 0
1 1 0

0 0 1

  

= −

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X ，Y =
1 1 0
1 1 0

0 0 1

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 1
0 1 2

0 0 1

−

  

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， =Z
1 1 1
1 1 3

0 0 1

    

− −

    

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

故将二次型 化为标准形 所用的线性替换为 f 2
3

2
2

2
1 622 zzzf +−=

1 1 2 3

2 1 2 3

3 3

3
               

x z z z
x z z z
x z

 

 

 = + +

= − −  

=

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 ，

，

．

 

通过例 2 可知：要用配方法将没有平方项，只有交叉乘积项的二次型 化

为标准形，可任选一个系数不为零的交叉乘积项 ，作变换 
),,,( 21 nxxxf

ji xx

( 1, 2, , , , )

i i j

j i j

t t

x y y

x y y

x y t n t i j

 

= −

= +

= = ≠

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

，

，

，

 

从而使 出现平方项，然后再按照例 1 的步骤，即可将其化成标准形． ),,,( 21 nxxxf

2．用正交变换法化二次型为标准形 

设 为实二次型，则其对应的矩阵 A 是实对称矩阵．由 4.4 节可知，对于

实对称矩阵 A，一定存在正交矩阵Q ，使得 
),,,( 21 nxxxf

1

21

n

λ
λ

λ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Q AQ ， 

其中 1λ , 2λ ,…, nλ 是 A 的全部特征值． 
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因为 是正交矩阵，所以 ，于是由上式得 Q 1− =Q QT

1

2T

n

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Q AQ ． 

作正交替换 =X QY ，有 
),,,( 21 nxxxf = T =X AX T T T( ) ( ) ( )=QY A QY Y Q AQ Y  

                     = ( )nyyy 21

1

2

n

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1

2

n

y
y

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

                     = 1λ +2
1y 2λ ++2

2y nλ 2
ny ， 

其为 的一个标准形． ),,,( 21 nxxxf

由上面讨论可知，一个实二次型总可以通过正交替换化为标准形． 

用正交替换化二次型为标准形的实质，是将二次型的矩阵对角化，其步骤如下： 

（1）求出二次型矩阵 A 的特征值及其对应的特征向量； 
（2）用 Schmidt 正交化方法将 A 的不同特征值各自对应的线性无关的特征向量先正交

化，再单位化，设为 1 2, , , nγ γ γ ； 

（3）以 1 2, , , nγ γ γ 为列构造正交矩阵Q =[ 1 2       nγ γ γ ]，令 =X QY ，则 化为标准

形 ． 

f
22

22
2
11 nn yyy λλλ +++

例 3  试求一个正交替换，将二次型 

323121 222 xxxxxxf ++=  

化为标准形． 

解  二次型的矩阵为 

A = ， 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

011
101
110

其特征多项式 
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λ −E A = 2

1 1
1 1 ( 1) (
1 1

λ

λ λ λ

λ

  − −

−   − = + −

− −   

2)

)

， 

故 的特征值为 ， ． A 121 −== λλ 23 =λ
对应于 ，解齐次线性方程组 (121 −== λλ λ −E A x = 0，得一个基础解系 

1

1
1
0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥=    ⎢ ⎥
⎢ ⎥  ⎣ ⎦

α ，
2

1
0
1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥=   ⎢ ⎥
⎢ ⎥  ⎣ ⎦

α ， 

用 Schmidt 正交化方法将其标准正交化，得 

1

1
2

1
2

0

−

=   

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

γ ，
2

1
6

1
6

2
6

−

−=

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

γ ． 

对于 = 2，解齐次线性方程组 (3λ )λ −E A x = 0，得一个基础解系 

3

1
1
1

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

α ， 

将 3α 单位化，得 

3

1
3

1
3

1
3

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

γ ． 
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令 

[ ]1 2 3=Q γ γ γ =

1 1 1
2 6 3

1 11
6 32

2 1
0 6 3

− −

  

−

  
  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

则 是正交矩阵，并且有 Q

T =Q AQ
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

2
1

1
． 

即正交替换 将二次型 化为标准形 =X QY f
f = ． 2

3
2
2

2
1 2yyy +−−

5.2.3  二次型的规范形 

用不同的可逆线性替换把同一个二次型化为标准形时，其结果可能不同，即二次形的

标准形不惟一．但同一二次形的不同标准形中所含正平方项的个数是相同的，负平方项的

个数也是相同的． 
定义 5.3  如果 元实二次型n Tf = X AX 可以通过可逆线性替换化为 

2 2 2 2 2
1 2 1 (p p ry y y y y p r n++ + + − − − ≤ ≤ )，                    (5.7) 

则式(5.7)称为二次型 Tf = X AX 的规范形，其中 r 为二次型的秩． 
在二次型的规范形中，系数为正的平方项的个数 p 称为二次型的正惯性指数；系数为

负的平方项的个数 q (= r - p)称为二次型的负惯性指数． 

定理 5.1（惯性定理）任意一个二次型都可以通过可逆线性替换化为规范形，并且其

规范形是惟一的． 
证明略． 
例 4  将二次型 

2 2
1 2 3 1 2 3( , , ) 2 4 2f x x x x x x= − +  

化为规范形，并求其正、负惯性指数． 
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解  所给二次型已为标准形 只需设 ，

1 1

2

3 2

2

2

y x
y x
y x

 

 

 ⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

3  ，

，

，

  即  

1 1

2 3

3 2

1
2
1
2

x y

x y

x y

 

 
⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

=

=

= 
    

 

 

，

，

．

 

则变换为 

1 1

2 2

3 3

1 0 0
2

10 0
2

0 0 0

x y
x y
x y

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
 

 

 

  

 

     

    

     

  

  

 ． 

将二次型化为规范形 
2 2
1 2

2
3f y y y= + − ， 

其正惯性指数为 2，负惯性指数为 1． 
事实上，二次型标准形中正平方项的个数即为其正惯性指数，负平方项的个数即为其

负惯性指数． 

习题 5.2 

1．用配方法化下列二次型为标准形，并写出相应的替换矩阵： 
（1） = ； ),,( 321 xxxf 31

2
3

2
2

2
1 224 xxxxx +++

（2） = ； ),,( 321 xxxf 323121
2
3

2
1 4223 xxxxxxxx +++−

（3） = ． ),,( 321 xxxf 323121 224 xxxxxx ++−

2．用正交替换法化下列二次型为标准形，并写出替换矩阵： 
（1） =),,( 321 xxxf 2 2 2

1 2 3 12 4 5 4 3x x x x x+ + − ； 

（2） =),,( 321 xxxf 2 2
1 2 1 32 4 2

35x x x x x+ − + ． 

5.3  正定二次型与正定矩阵 

定义 5.4  设有二次型 Tf = X AX ，如果对任意一组不全为零的实数 ，都有 nxxx ,,, 21

0),,,( 21 >nxxxf ， 
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则称 为正定二次型；反之，如果对任意一组不全为零的实数 ，都有 f nxxx ,,, 21

0),,,( 21 <nxxxf ， 

则称 为负定二次型． f

正定二次型的矩阵称为正定矩阵，负定二次型的矩阵称为负定矩阵． 

例如，二次型 = 就是正定二次型．这是因为 ),( 21 xxf 21
2
2

2
1 23 xxxx ++

),( 21 xxf = = ， 2
2

2
221

2
1 22 xxxxx +++ 2

2
2

21 2)( xxx ++

所以当 不全为零时，总有 = > 0． 21 , xx ),( 21 xxf 2
2

2
21 2)( xxx ++

而二次型 = 就不是正定二次型．这是因为，当 时，

= ． 

),,( 321 xxxf 2
3

2
2

2
1 2xxx +− 031 == xx

),,( 321 xxxf 2 2 2 2
1 2 3 22 0x x x x− + = − ≤

由正定二次型和负定二次型的定义可以得出，实二次型 Tf = X AX 是负定二次型的充

分必要条件是 是正定二次型． Tf− = −X AX

下面我们给出正（负）定二次型的性质定理． 

定理 5.2  关于实二次型 Tf = X AX ，下列命题等价： 

（1） Tf = X AX 为正定二次型； 

（2） Tf = X AX 的矩阵 A 的所有特征值都为正数； 

（3） Tf = X AX 的正惯性指数等于未知数的个数 ； n

（4） Tf = X AX 的矩阵 A 的各阶顺序主子式 

11 12
1 11 2

21 22

det ,     det , ,
a a

a
a a

= =  A A  
11 12 1

21 22 2

1 2

det

n

n
n

n n nn

a a a
a a a

a a a

= =A A  

都大于零． 

证明略． 

定理 5.3  实二次型 Tf = X AX 是负定二次型的充分必要条件是 A 的奇数阶顺序主子

式都小于零，而偶数阶顺序主子式都大于零． 

证明略． 

例 1  判定二次型 

),,,( 21 nxxxf =  2
332

2
221

2
1 422 xxxxxxx ++++
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是否为正定二次型． 
解  我们分别用定理 5.2 给出的三个等价命题来判定． 

解法一  求二次型矩阵 A =
1 1 0
1 2 2
0 2 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ 

 
  

的各阶顺序主子式： 

1 2

1 1
det 1 det 1

1 2
= = =   ， ，A A

3

1 1 0
det 1 2 2

0 2 1
= =

 

     

 

 
 A A =  − 3， 

由于 3det =A 0<A ，故由定理 5.2 知 不是正定二次型． f

解法二  用配方法将二次型化为标准形： 
),,( 321 xxxf =  2

332
2
221

2
1 422 xxxxxxx ++++

                               =  ++ 2
21 )( xx 2

332
2
2 4 xxxx ++

                               =  ++ 2
21 )( xx 2

3
2

32 3)2( xxx −+

令 

1 1 2

2 2 3

3 3

2

    

y x x

y x x

y x

    

 

 

= +

= +

=

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

  
  

   
       

 ，

，

．

 

则                    
f = ． 2

3
2
2

2
1 3yyy −+

由于 的正惯性指数是 2，不等于未知数的个数 3，故由定理 5.2 知 不是正定二次型． f f

解法三  求 的矩阵 A 的特征值： f

因为 A 的特征多项式为 
1 1 0

1 2 2
10 2

λ

λ λ

λ 

 − −

− =   − − −

   − −

 
E A )

2
213)(

2
213)(1( −

−
+

−− λλλ= ， 

所以 A 的特征值为 ，11 =λ
2

213
2

+
=λ ，

2
213

3
−

=λ ． 

因为 03 <λ ，故由定理 5.2 知 不是正定二次型． f

例 2  t 取何值时，二次型 

3221
2
3

2
2

2
1321 245),,( xtxxxxxxxxxf ++++=  
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为正定二次型？ 

解  二次型 的矩阵为 f
1 2 0
2 5

0 1

t

t

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ． 

若 为正定二次型，则 A 为正定矩阵，于是 A 的各阶顺序主子式都大于零，即 f

1 2

1 2
det 1 0  det 1 0

2 5
= > = = >  ， ，A A 2

3

1 2 0
det 2 5 1 0

0 1
t t

t
= = = −A A > ， 

由此解得 1<t <1． −

习题 5.3 

1．判断下列矩阵的正（负）定性： 

（1） ；（2）

1 1 0

1 2 3

0 3 5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 2
2 5 4

2 4 5

    −

    −

− −   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

；（3）

5 2 2

2 6 0

2 0 4

−     

  −   

    −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

；（4）

2 0 2

0 1 1

2 1 3

  

−

  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

2．判断下列二次型是否正定： 

（1） = ； ),,( 321 xxxf 3221
2
3

2
2

2
1 22 xxxxxxx ++++

（2） = ； ),,( 321 xxxf 2
332

2
23121

2
1 246 xxxxxxxxx +−−++

（3） = ． ),,( 321 xxxf 3121
2
2

2
1 423 xxxxxx −++

3．t 取何值时，矩阵 A =
2 1 0

1 1 0
0 0

t

t

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

是正定的？ 

4．t 取何值时，二次型 =f 2 2 2
1 2 3 1 2 15 2 2 6 3x tx x x x x+ + + + x 是正定的？  

5.4  本章学习指导 

5.4.1  教学基本要求 

1．了解二次型的概念及其矩阵表示． 



第 5 章  二次型                                     129 

2．知道可逆线性替换、正交替换的概念，会用配方法、正交替换法化二次型为标准

形． 

3．知道惯性定律及二次型秩的概念． 

4．会判别二次型及矩阵的正定性． 

5.4.2  考点提示 

1．写出二次型的矩阵；写出对称矩阵对应的二次型． 

2．用配方法、正交变换法将二次型化为标准形． 

3．判别对称矩阵及二次型的正定性． 

5.4.3  疑难解析 

1．为什么要用矩阵表示二次型？ 

答   如果将二次型 用矩阵形式表示为 ，其中),,,( 21 nxxxf T
1 2( , , , )nf x x x = X AX

T
1 2( , , , )nx x x=X 是列向量， A 是对称矩阵，则 A 是惟一的．于是便可以通过 A 来研究

．这样就将对未知的二次型的研究，转化为对已知的对称矩阵的研究． ),,,( 21 nxxxf

2．化二次型为标准形时，有哪些注意事项？ 

答 （1）用配方法化二次型为标准形时，为保持变换的可逆性，应将某个 及含有

的交叉乘积项一次配完，此时余下的各项中不再含变量 ，再对剩下的 个变量的二次

型重复上述步骤． 

2
ix ix

ix 1−n

只有交叉乘积项，没有平方项时，应作类似于 的可逆线性变换，使二次型

出现平方项，然后再用前面的方法进行配方． 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

33

212

211

yx
yyx
yyx

（2）用正交替换化二次型为标准形，即求正交阵 ，使得Q T =Q AQ Λ ，其中 是由 A

的所有特征值组成的对角矩阵．这实质是第 4 章化实对称矩阵为对角方阵问题． 

Λ

无论是用配方法还是用正交替换化二次型为标准形，所得标准形未必是惟一的，但由

惯性定理可知，对确定的二次型，其正、负惯性指数及秩都是惟一确定的． 

3．正定二次型有 4 个等价命题，用哪个判断二次型的正定性更方便？ 

答  对于系数已知的二次型，一般用其矩阵的各阶顺序主子式的正负号来判断其正定
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性比较方便；对于含参数系数且已知正定的二次型，一般也用其矩阵的各阶顺序主子式都

大于零的条件来确定参数的取值范围；而对于抽象的二次型，顺序主子式的方法不再适用，

应视不同情况，采用不同的方法． 

5.5  本章复习题 

1．写出下列二次型的矩阵： 

（1）
1 2 3( , , )f x x x = ; 2

44332
2
221

2
1 4262 xxxxxxxxx +++−+

（2） ； 2
443

2
3

2
221

2
14321 62),,,( xxxxxxxxxxxxf −++−+=

（3）
1 2 1 2 1 3 1 2 3 2 1( , , , ) (2 2 2 ) (2 2 ) 2n n n n nf x x x x x x x x x x x x x x

−
= + + + + + + + + x

⎥

． 

2．写出下列矩阵所对应的二次型： 

（1） ；  （2） ；  （3）

2 0 0
0 1 2
0 2 3

    ⎡ ⎤
⎢ ⎥  −⎢
⎢ ⎥−   ⎣ ⎦

1 2 0

2 3 0

0 0 2 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 0 0 1
0 1 2 0
0 2 0 0
1 0 0 1

    ⎡ ⎤
⎢ ⎥  −⎢ ⎥
⎢ ⎥−   
⎢ ⎥    ⎣ ⎦

．  

3．设有二次型 ，求经过线性变换2
33231

2
221

2
1321 422),,( xxxxxxxxxxxxf +−+++= =X CY 所确定的

二次型，其中

1 0 1
2 0 1
0 1 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥=  ⎢ ⎥
⎢ ⎥

 
  ⎣ ⎦

C ． 

4．用配方法化下列二次型为标准形，并写出所用的线性替换． 

（1） ； 3121
2
3

2
2

2
1321 4245),,( xxxxxxxxxxf −+−+=

（2） ； =f 2
332

2
23121

2
1 58644 xxxxxxxxx +−+−+

（3） 2． =f 332
2
221

2
1 422 xxxxxxx ++++

5．用正交替换化下列二次型为标准形，并写出相应的正交替换： 

（1） ； 2
33121

2
1321 244),,( xxxxxxxxxf +−−=

（2） ； 323121
2
3

2
2

2
1321 222),,( xxxxxxxxxxxxf +++++=

（3） ． 
323121

2
3

2
2

2
1321 84422),,( xxxxxxxxxxxxf ++−−−=

6．判断下列二次型是否正定： 

（1） ； 3231
2
3

2
2

2
1 44564 xxxxxxxf −−++=
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（2） ； 3121
2
3

2
2

2
1 22462 xxxxxxxf −−++=

（3） ； 323121
2
3

2
2

2
1 44272 xxxxxxxxxf ++−++=

（4） ． 42323121
2
4

2
3

2
2

2
1 246453 xxxxxxxxxxxxf +++−−++=

7．当 t 取何值时，二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 4 2 2f x x x x x tx x x x x x x= + + + − − 是正定的? 
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在工农业生产、交通运输、内外贸易等各项活动中，都希望以尽量少的投入获取最大

的效益．大体上讲，提高经济效益可以通过两种途径：一是改进技术，如改善工艺、使用

新型材料等；二是改进生产组织，即合理安排人力物力资源．后者就是运筹学研究的主要

内容，而线性规划则是运筹学的一个重要分支． 

早在 20 世纪 30 年代末，人们就已经开始研究线性规划问题，到今天，它已经成为运

筹学比较成熟的一个分支．线性规划研究的问题可以分为两大类：一是一项任务确定后，

如何统筹安排，尽量做到用最少的人力物力资源去完成这一任务；二是已有一定数量的人

力物力资源，如何安排使用它们，以使完成的任务最多．其实这两类问题是一个问题的两

个方面． 

线性规划是线性代数理论的直接应用．本章主要介绍典型的线性规划模型、两变量线

性规划的图解法及线性规划问题的标准形式，以加深读者对线性代数的理解，并初步了解

线性代数的应用． 

6.1  线性规划问题的数学模型 

数学模型是描述实际问题共性的抽象的数学形式，是一类问题的一般解法．下面介绍

几个典型而又常见的线性规划问题的数学模型． 

6.1.1  物资调运问题 

例 1  某建筑公司从 两个水泥厂分别采购水泥 1200吨和 2000吨，欲调往

三个工地．两个水泥厂到三个工地每吨水泥的运输价格如表 6-1 所示，若三个工地水泥需

求量分别为 800 吨、1500 吨、900 吨，问如何组织调运才能使总运费最省？ 

21 AA , 321 BBB ,,
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表 6-1 

 

 

 

 

 
 
解  设 表示从水泥厂 调往工地 水泥的数量（ijx iA jB 1, 2 1, 2,3i j= =； ），例如 表示

从水泥厂 调往工地 水泥的数量． 
12x

1A 2B
依题设可得表 6-2． 

表 6-2 
 
 
 
 
 

           工地 
运价(元/吨) 

水泥厂 
1B  

2B  
3B  

1A  50 45 30 

2A  25 35 40 

         工地 
水泥厂 1B  2B  3B  发量 

1A  11x  12x  13x  1200 

2A  
21x  22x  23x  2000 

收量 800 1500 900 3200 

 
因为从水泥厂 调往三个工地水泥的总量为 1200 吨，所以 + + =1200，同理可

得 + + =2000． 
1A 11x 12x 13x

21x 22x 23x
另一方面，两个水泥厂运往 的水泥的数量应该等于 的需求量，故有 + =800，

同理可得 + =1500， + =900． 
1B 1B 11x 21x

12x 22x 13x 23x
因此，最优调运方案就是求变量 满足如下约束条件 232221131211 xxxxxx ,,,,,

11 12 13

21 22 23

11 21

12 22

13 23

1200

2000

800  

1500

900

0  ( 1, 2 1, 2,3)ij

x x x

x x x

x x

x x

x x

x i j

+ + =

+ + =

+ =

+ =

+ =

= =

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩ ≥

，

，

，

，

，

；

 

       

       

               

               

                 

 

的一组值，使目标函数 
232221131211 403525304550 xxxxxxs +++++=  

的值最小（即总运费最少）． 
一般地，设某种物资有 个产地： ，联合供应 个销地： ．各m mAAA ,,, 21 n nBBB ,,, 21
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产地产量、各销地销量、物资由各产地到各销地的单位运价如表 6-3 所示． 

表 6-3 
   

  单位运价    销地 
 

产地 
nBBB 21  产量 

mA

A
A

2

1

 

mnmm

n

n

ccc

ccc
ccc

21

22221

11211

 

ma

a
a

2

1

 

销量 nbbb 21   
 

表中 表示产地ia ),,,( miAi 21= 物资的产量； 表示销地jb ),,,( njB j 21= 物资的销

量； 表示从 到ijc iA ( 1, 2, , 1, 2, , )jB i m j= =； n 物资的单位运价．问应如何组织调运才

能使总运费最少？ 

假设产销平衡，即 ．若把从 运往∑∑
==

=
n

j
j

m

i
i ba

11
iA ( 1, 2, , 1, 2, , )jB i m j= =； n 的物资

数量记作 ( 1, 2, , 1, 2, , )ijx i m j= =； n ，则运输问题的数学模型为： 

求一组变量 ( 1, 2, , 1, 2, , )ijx i m j= =； n 的值，使目标函数 

mnmn xcxcxcs +++= 12121111  
的值最小，且 ( 1, 2, , 1, 2, , )ijx i m j= =； n 满足约束条件 

11 12 1 1

21 22 2 2

2

11 21 1 1

12 22 2 2

1 2

0 ( 1, 2, , 1, 2, , )

n

n

mi m mn m

m

m

n n mn n

ij

x x x a

x x x a

x x x a

x x x b

x x x b

x x x b

x i m j

 

 

 

 

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

= =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩ n

 

≥

，

，

，

，

，

，

； ． 

 

在产销平衡运输问题的数学模型中，目标函数和约束条件都是线性函数，而且除了变

量的非负性要求表示为线性不等式外，其余约束条件均为线性方程． 
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产销平衡运输问题的数学模型可以简写为： 
求一组变量 ( 1, 2, , 1, 2, , )ijx i m j= =； n 的值，使目标函数 

∑∑
= =

=
m

i

n

j
ijij xcs

1 1
（总运费） 

的值最小，记作 

min ∑∑
= =

=
m

i

n

j
ijij xcs

1 1
， 

且 ( 1, 2, , 1, 2, , )ijx i m j= =； n 满足约束条件 

1

1

0                                           

n

ij i i i
j

m

ij j j j
i

ij

x a A A

x b B B

x

=

=

=

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

∑

∑

≥

从产地 到各销地的发量之和等于 的产量)， 

(各产地发到销地 的发量之和等于 的销量)，

(调运量不能为负数)． 

(

 

如果运输问题中没有产销平衡这一限制，当产量大于销量，即 时，这一问

题的数学模型为： 

∑∑
==

>
n

j
j

m

i
i ba

11

求一组变量 ( 1, 2, , 1, 2, , )ijx i m j= =； n 的值，使 

∑∑
= =

=
m

i

n

j
ijij xcs

1 1
min （总运费最少） 

且 ( 1, 2, , 1, 2, , )ijx i m j= =； n 满足约束条件 

1

1

0                                            

n

ij i i i
j

m

ij j j j
i

ij

x a A A

x b B B

x

=

=

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

∑

∑  

≤

≥

(从产地 到各销地的发量之和不超过 的产量)，

(各产地发到销地 的发量之和等于 的销量)，

(调运量不能为负数)． 

 

 

 

 

虽然约束条件中出现了不等式，但由于其仍为线性函数，故这一问题仍为线性规划问

题．实际上，经过一定的“技术处理”，约束不等式组可以转化为约束方程组，这便是后面

将要介绍的线性规划问题的标准形． 
运输问题的数学模型是线性规划的一个典型应用．早在建国初期，东北的一个物资调

运小组就创造了物资调运的“图上作业法”，并由中国科学院数学研究所的专家给予了证明，
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在全国广泛推广，为我国的交通运输工作做出了很大贡献．随着计算机科学的发展和普及，

线性规划的应用领域也不断扩大，线性规划的专用程序已很完善，成千上万个约束条件的

线性规划问题，只要输入相关数据，结果可以即时显示和打印出来． 
下面我们再介绍几个常见的线性规划问题的数学模型． 

6.1.2  生产组织与计划问题 

例 2  某家具厂生产衣柜和餐桌两种产品．假设生产一个衣柜需要甲、乙两种木材，

分别为 、 ，生产一张餐桌需要甲、乙两种木材，分别为 、 ；

生产一个衣柜的利润是 150 元，生产一张餐桌的利润是 120 元．若家具厂现有甲、乙两种

木材的数量分别为 、 ，问衣柜和餐桌各生产多少，工厂才能获得最大利润？ 

30.23 m 30.1 m 30.12 m 30.09 m 

380 m 350 m 
解  设生产 个衣柜和 张餐桌工厂可获得最大利润，则问题转化为：求变量 、

的一组值，使 
1x 2x 1x 2x

21 120150 xxs +=max ， 
且 、 满足约束条件 1x 2x

1 2

1 2

1 2

0.23 0.12 80

0.1 0.09 50

,               

x x

x x

x x

+

+

∈

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩ N

≤

≤

，

，

．

   

一般地，设用 种原料，生产 种产品，现有原料数、每单位产

品所需原料数以及每单位产品可得利润如表 6-4 所示． 
mAAA ,,, 21 nBBB ,,, 21

表 6-4 
单位产品 
所需原料 产品

原料 
nBBB 21  现有原料 

mA

A
A

2

1

 

mnmm

n

n

ccc

ccc
ccc

21

22221

11211

 

ma

a
a

2

1

 

单位产品可得利润       nbbb 21   
 

问如何组织生产才能使利润最大？ 
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设 为生产产品 的计划数，则这一问题的数学模型为： jx ),,,( njBj 21=

求一组变量 的值，使 ),,,( njx j 21=

∑
=

=
n

j
jj xbs

1
max （总利润最大）， 

且 

约束条件

    ( 1,2, , )                

 
0( 1,2, , )

          

                                                       

                           

     

              n

ij j i
j i

i i i

j

c x a i m

A A a
x j n

=

=

=

∑ ≤

≥

（生产各种产品所需原料 的总数不能超过 现有数 ）， 
 

   
                

   

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩ （各种产品计划生产数不能为负数，有时要求为非负整数）．     

 

生产组织与计划问题的数学模型还有其他形式，在此不作详细介绍了． 

6.1.3  配料问题 

例 3  某养鸡场养鸡 20000 只，用精饲料和粗饲料混合喂养．如果每天每只鸡平均需

喂养混合饲料 500 克，而且其中至少要有 80 克蛋白质和 0.8 克钙，而精饲料中蛋白质含量

不低于 40%，钙含量不低于 0.2%，价格是每千克 1.6 元，粗饲料中蛋白质含量不低于 15%，

钙含量不低于 0.1%，价格是每千克 0.7 元，问两种饲料如何搭配，才能使饲养成本最低? 

解  设养鸡场每天需要精饲料和粗饲料的数量分别为 1 2x x， 千克，每天饲料总成本为

s 元，则问题归结为 

21 7.06.1min xxs += ， 

约束条件

1 2

1 2

1 2

1 2    

0.5 20000         
0.4 0.15 0.08 20000  
0.002 0.001 0.0008 20000

, 0                   

  

             

      
  

x x
x x

x x
x x

+ = ×⎧
⎪ + ×⎪
⎨

+ ×⎪
⎪⎩

≥

≥

≥

，

，

，

．

 

一般地，设用 种原料，生产含有 种成分 的产品，单位产品

中各种成分的最低含量、原料价格，以及各种原料含有所需成分的数量如表 6-5 所示。 
nBBB ,,, 21 m mAAA ,,, 21
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表 6-5 
单位原料所  
含成分数量        原料 

原料所含成分 
nBBB 21  单位产品所含 

成分需要量 

mA

A
A

2

1

 

mnmm

n

n

ccc

ccc
ccc

21

22221

11211

 

ma

a
a

2

1

 

原料单价       nbbb 21   
 

问各种原料如何配比才能使成本最低？ 
设需要原料 个单位，则这一问题的数学模型为： ),,,( njBj 21= jx
求一组变量 的值，使 ),,,( njx j 21=

∑
=

=
n

j
jj xbs

1
min （产品成本最低）， 

且 

约束条件    

(i 1,2, , )        

        

0( 1, 2, , )    

                                                           

                                                

n

ij j i
j i

i i

j

c x a m

A A

x j n

=

=

=

∑ ≥

≥

（所有各种原料所含成分 的总数不能少于产品对 需求量 ），

  

                        

                           

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩ （所需原料数不能为负数，有时要求为非负整数）．

ia  

6.1.4  合理下料问题 

例 4  用长 7.2 m的钢材制作 100 套钢筋架子．若每套架子需 3 根长 2.7 m 的钢筋、6
根长 0.7 m 的钢筋，问最少需要多少根长 7.2 m 的钢材才能完成这项任务？ 

解  因为所需要的钢筋总长度是固定的，所以要想使所用的材料最少，等价于浪费的

原材料即截取下来的残料最少．而截取下来的残料的多少又取决于截取的方法．例如，用

长 7.2 m 的钢材截取 2 根 2.7 m 的钢筋、2 根长 0.7 m 的钢筋，残料就是 0.4 m ；截取 1 根 2.7 m
的钢筋、6 根长 0.7 m 的钢筋，残料就是 0.3 m ；而不截取长度为 2.7 m 的钢筋，只截取 10
根长 0.7 m 的钢筋，残料是 0.2 m （此问题再没有其他有实际意义的截取方法）．各种截取

方法对应的残料数见表 6-6． 
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表 6-6 
        截取方法 

所截长度 1           2           3 所需根数 

2.7 m  

0.7 m  

2           1           0 

2           6          10 

300 

600 

残料长度 0.4 m        0.3 m       0.2 m   
 

设用第 种方法截取钢材的根数为i ix ( 1, 2,3)i = ，截取下来的残料的总长度为 s，则问

题归结为： 

321 2.03.04.0min xxxs ++= ， 

约束条件

1 2

1 2 3

1 2 3

2 300             

2 6 10 600

, , N             

x x

x x x

x x x

+

+ +

∈

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

≥

≥

，

，

．

 

一般地，设用某种原材料（条材或板材）下零件 的毛坯．根据以往经验，

一件原材料上有 种不同的下料方式，每种下料方式可得各种毛坯个数及每种零

件需要的数量如表 6-7 所示．问如何下料，才能在满足零件数量要求的前提下，所使用的

原材料最少？ 

mAAA ,,, 21

nBBB ,,, 21

表 6-7 
各方式下的    下料方式

零件个数 
零件名称 

nBBB 21  零件需求量 

mA

A
A

2

1

 

mnmm

n

n

ccc

ccc
ccc

21

22221

11211

 

ma

a
a

2

1

 

 
解  设用 种方式下料的原材料数为jB jx ( 1, 2, ,j )n= ，则使用的原材料总数为

．于是这一问题的数学模型为： nxxxs +++= 21

求一组变量 ),,,( njx j 21= 的值，使 

∑
=

=
n

j
jxs

1
min （所用原材料数最少）， 

且 
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约束条件

 i 1,2, ,                                                    

    

N 1, 2, ,                                                                  

          

n

ij j i
j i

i i i

j

c x a m

A A a

x j n

=

=

∈ =

∑ ≥ （ ）

（所得的 零件总数不能少于对 需求量 ），

（ ）

（各种方         

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩ 式下料的原料数数不能为负数、分数）．

 

上面我们建立了几个经济领域中常见的实际问题的数学模型．这些实际问题虽然各不

相同，但它们的数学模型却有相同的数学形式——表示问题最优化指标的目标函数是线性

函数，表示约束条件的数学式子是线性方程或线性不等式．因为目标函数和约束条件都是

线性的，所以我们将具有这种数学模型的问题称为线性规划问题． 

习题 6.1 

（下列问题只需建立数学模型，不要求求解） 

1．有甲、乙两个采矿场，每日分别采矿 800 吨和 1000 吨，所采矿石要送到指定的 3 个选矿场进行加

工．如果这 3 个选矿场日加工能力分别为 500 吨、600 吨和 700 吨，甲采矿场离这 3 个选矿场的距离分别

为 3 km、5 km和 8 km，乙采矿场离这 3 个选矿场的距离分别为 4 km、10 km和 11 km，问两个采矿场将

所采矿石如何分配到 3 个选矿场，才能使运输的吨公里（一吨矿石运一千米称为一个吨公里）数最小？  

2．某饭店日夜连续服务，一天 24 小时各时段（以 4 小时计）所需服务员的人数如表 6-8 所示． 

表 6-8 

时 间 段 所需服务员的最少人数 

06:00～10:00 8 

10:00～14:00 10 

14:00～18:00 7 

18:00～22:00 12 

22:00～02:00 4 

02:00～06:00 4 
 
假设每个服务员每天连续工作 8 小时，试确定满足上述条件的最少人数．建立这一问题的线性规划模型． 

3．用长度为 500 cm 的条材，截取长度分别为 98 cm 和 78 cm 的两种毛坯，假设其需求量分别为 1000

根和 1500 根，问怎样截法，才能最节省材料？ 

4．某养鸡场有 10000 只鸡，用动物饲料和谷物饲料混合喂养．已知每天每只鸡平均吃掉混合饲料

0.5 kg，其中动物饲料所占比例不得少于 20%．如果动物饲料 2 元/kg，谷物饲料 1.2 元/kg，饲料公司每周
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只能供应谷物饲料 27000 kg，问饲料怎样混合才能使成本最低？ 
5．某农场计划在 1 2, , , nB B B 块土地上，种植 种作物．各块土地公顷数、各种作物计划

播种面积及各种作物在各块地上的单产（每公顷的产量）如表 6-9 所示．问如何安排种植计划，才能使总

产量最高？这里假设计划播种面积等于现有土地面积（即 ）． 

1 2, , , mA A A

∑∑
==

=
n

j
j

m

i
i ba

11

表 6-9 
    单产       土地 

（kg/公顷）    
作物 

nBBB 21  
计划种植面积 

（公顷） 

1

2

m

A
A

A

 
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

mnm m

c c c
c c c

c c c

 
1

2

m

a
a

a

 

土地公顷数       nbbb 21   

 
表中： 表示作物ia iA 的计划播种面积 ( 1 ； ,2, , )i m=

      表示土地 的公顷数 ( 1jb jB ,2, , )j n= ； 

      表示在土地 上种植作物jic jB iA 的单产数 ( 1,2, , 1,2, , )i m j n= =； ． 

6.2  线性规划问题的标准形式 

从上一节讨论的几个例子可以看出，线性规划问题，有的是求目标函数的最大值，有

的是求目标函数的最小值；约束条件可以是“≥”、“=”、或“≤”． 
一般地，线性规划问题的数学模型总可以表示为： 

求 
nn xcxcxcs +++= 2211  

的最大（最小）值，其中 满足约束条件 nxxx ,,, 21

11 1 12 2 1 1( , )n na x a x a x b+ + + =≤ ≥或 ， 

21 1 22 2 2 2( , )  n na x a x a x b+ + + =≤ ≥或

1 1 2 2 ( , )m m mn n ma x a x a x b+ + + =≤ ≥或

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩ 1 2, , , 0nx x x ≥ ． 

， 

， 
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或简记为： 
求一组变量 ),,,( njx j 21= 的值，使 

∑
=

=
n

j
jj xcs

1
max （或 ）， ∑

=
=

n

j
jj xcs

1
min

且 

1

( , )( 1, 2, ,

0 ( 1, 2, , )                        

n

ij j j j j
j

j

a x b b b i m

x j n
=

= =

=

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

∑

 

≤ ≥

≥

或 或

，

)，

m j n= =；

i 21=

a x b i m
=

= =∑  ， ，

 

其中 是需要确定的决策变量，简称变量；a i 是第 个约束“方

程”中第 个变量的约束系数；b 是第 个约束方程（或不等式）右边的常数；

是目标函数中第 个变量的系数． 

jx ( 1, 2, , 1, 2, , )ij i
j ),,,( mi i

),,,( njc j 21= j

为了便于研究问题，规定下面的形式为线性规划问题的标准形式，并将其他形式采用

一定的方法化为标准形式，以便使研究的问题统一于标准形式上． 
定义 6.1  下述形式的极值问题，称为线性规划问题的标准形式： 

∑
=

=
n

j
jj xcs

1
max  

1
( 1,2, , )

n

ij j i
j

 

0 ( 1,2, , )jx j n=≥ ， ，  

其中要求b i ． 0( 1, 2, , )i m=≥

⎧

⎪⎩

⎪
⎨约束条件  

线性规划问题的标准形式有以下几个特点： 
（1）目标函数是最大化类型（也有的书籍将其统一于最小化类型）； 
（2）每一个约束方程右边的常数都是非负的； 
（3）除要求变量非负的约束条件是“≥”外，其余约束条件都是等式． 
如果一个线性规划问题的数学模型不是上面的标准形式，可以通过下面的方法将其化

为标准形式： 
（1）如果模型的目标函数是求最小值，即 

nnxcxcxcs +++= 2211min ， 

则可令 ，而约束条件保持不变，于是求ss −=′ s 的最小值等价于求 s′的最大值，所以

与 的最优解是一致的，因而只要研究 
smin

s′max
nn xcxcxcs −−−−=′ 2211max  
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就可以了． 
（2）如果模型的约束条件右边的常数是负数，那么可以在约束条件的两边同乘以“ ”，

使每一个约束条件右边的常数都是非负的． 
1−

（3）在约束条件右边的常数都是非负数字以后，如果约束条件的符号是“≥”或“ ”，

可以通过增加一个非负变量使约束变为等式．例如，对于 
≤

1 2 35 3x x x− + ≤ 4
)

4
)

， 

可以增加一个变量 ，将上式化为 1 1( 0y y ≥

435 1321 =++− yxxx ， 
其中 称为松弛变量． 1y

同样，对于约束 

1 2 35 3x x x− + ≥ ， 
可以增加一个变量 ，将上式化为 2 2( 0y y ≥

435 2321 =−+− yxxx ， 

其中 称为剩余变量（也可称为松弛变量）． 2y

（4）如果有的决策变量没有非负的限制，可以令这一变量为两个非负变量的差．例如，

若变量 没有非负限制，则可令ix iii xxx ′′−′= ，并加上限制 x 0 0i ix′ ′′≥ ≥，

3

． 

通过以上讨论可见，任何一个线性规划问题都可以化为标准形式． 
例 1  试将下面的线性规划问题化为标准形式． 

1 2min 3 2s x x x= − − ， 

  1 2 32 5x x x+ + ≤ ，   

1 2 32 1x x x− +    ≥ ， 

1 2 33 4x x x− − =    ， 

⎧
⎪
⎨约束条件

1 20, 0x x  ≥ ≥ ．   

解  此模型有三点不符合标准形式的要求：一是目标函数的最小化，二是约束条件有

不等式，三是变量 没有非负限制．为此，令3x ss −=′ ，把目标函数转化为最大化；引进松

弛变量 及新变量1y y， 2 3 3x x′ ′′， ，并令 333 xxx ′′−′= ，则原线性规划问题可化为如下的标准形式： 

1 2 3max 3 2 3s x x x x′ ′= − + + − ，′′  

1 2 3 3 1

1 2 3 3 2

1 2 3 3

1 2 1 2 3 3

2 5
2 1
3 4

, , , , , 0

x x x x y
x x x x y
x x x x

x x y y x x

 

 ′ ′′+ + − + =
′ ′′− + − − =
′ ′′− − + =

′ ′′
 

 

   ，

≥

，

，

．

，   

⎪
⎩

⎧

⎪
⎪⎩

约束条件  ⎨
⎪⎪
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习题 6.2 

把下列线性规划化为标准形式： 

1 2

1 2

1 2 

1 max 4
                          2 5
                  3 12       

s x x
x x
x x

= −
− +

+

  

≤

≤

（ ） ，

，

．      
                                       

                            

   

1 2 3

1 2 3

1 2 3           

  
    

2 min 3 2 5                  
                         5     

   7 6 9 12
    

   
 s x x x

x x x
x x x

= + +
 + − −

− − = 
     

≥

，（ ）

，

，

                                                                                                                                                     1 2 3

1 2

7 19 5 11
0, 0

x x x
x x

− + +  
 

≤

≥ ≥

，

．               

 
⎧
⎨ 
⎩

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

约束条件

约束条件

6.3  两个变量线性规划问题的图解法 

在建立了线性规划模型以后，接下来要研究的便是线性规划模型的求解问题．关于线

性规划问题，已经有许多比较成熟的解法及计算机软件，本书不作详细的介绍.在此，我们

仅介绍两个变量线性规划问题的图解法，并据此简要介绍线性规划问题解的某些性质. 

6.3.1  两个变量线性规划问题的图解法 

我们结合一个例子，来介绍两个变量线性规划问题的图解法. 
例 1  求解如下的线性规划模型 

    

  

 

1 2

1 2

1 2

1 2

  

    

 max 12 10
 2 3 600

  400
0, 0

s x x
x x
x x
x x

= +
+
+ ≤

≤

≥ ≥

，

，

，

．

    

   2
      

⎧
⎪

⎪⎩
⎨ 约束条件

 

解  建立如图 6-1 所示的直角坐标系，画出直线 1 22 3 600x x+ = 和 ，并用

箭头依次指出 ，

1 22 400x x+ =

1 22 3 60x x+ ≤ 0 1 22 400x x+ ≤ 以及 各自包含的区域，并确定它

们的公共区域——可行域．本题的可行域为以 为顶点的四边形区域．问题的最优

解一定为区域OABC （含边界，下同）中的某一点．这样，问题就化为在区域 中寻

找最优解． 

1 20, 0x x≥ ≥

, , ,O A B C
OABC

由于目标函数是 112 10 2s x x= + ，从而目标函数值相等的点在图 6-1 中就构成一条直线，

例如 时对应于直线 ，600s = 1 212 10 600x x+ = 1000s = 时对应于直线 ．这

两条直线斜率相等，因此是平行的． 
1 212 10 1000x x+ =
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                  2x  
              

   E     
1 22 400x x+ =  

 
C           1 212 10 2800x x+ ＝

                 
                                     B                    1 22 3 600x x+ ＝

                                        
 
 
 
 
                   

 

 

图 6-1 

我们用虚线把这两条直线也画在图上（实际上，随着

想有一条直线平行于以上直线向右上方平行移动，于是

而增大．当移动到顶点 B 时，对应的 s 值就是目标函数在

B 的坐标 1 2( , )x x 就是所要求的最优解． 
因为点 B 是直线 1 22 3 600x x+ = 和 1 22 400x x+ = 的交

1 2

1 2

2 3 600
2 4

x x
x x

+ =⎧
⎨ + =⎩ 00 ，

，
 

便得到 B 的坐标为 1 2150 100x x= =， ，即最优决策是甲

件． 
点 B 所对应的目标函数值 

1 212 10 12 150 10 10s x x= + = × + ×
即为最大总产值． 

6.3.2  线性规划的解 

对于给定的线性规划问题 
 

D

s 取不同的

目标函数

可行域O

点，所以

产品生产

0 2800= ，
x1 
A
O
值可得一族平行线）．设

值将随着这条直线的移动

ABC 上的最大值．因此，

解方程组 

150 件，乙产品生产 100
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1
max

n

j j
j

s c x
=

= ∑ （或
1

min
n

j j
j

s c x
=

= ∑ ）， 

约束条件 1

( , ) ( 1, 2, ,

0 ( 1, 2, , )                        

n

ij j j j j
j

j

a x b b b i m

x j n
=

= =

=

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

∑  

  

≤ ≥

≥

或 或

．

)，
 

如果有一组值满足所有约束条件，我们就称其为线性规划问题的一个可行解，全部可行解

构成的集合称为线性规划的可行域．当可行解能使目标函数达到所要求的最大或最小值时，

其就是线性规划问题的一个最优解． 
下面我们结合例 1，来说明可行域与最优解的特征． 
例 1 中，线性规划的可行域是四边形区域，最优解在四边形的一个顶点达到．与此相

类似，对于多变量的线性规划，如果可行域非空并且有界，那么这一可行域是高维空间多

面体，而且线性规划的最优解必能在多面体的某个顶点上达到（这一结论的详细论证可参

见线性规划书籍）．求线性规划的最优解，主要在作为可行域的多面体的顶点中去寻找． 
可行域的顶点与线性规划的解有着密切的联系． 
定义 6.2  对于线性规划问题的标准形式 

1
max

n

j j
j

s c x
=

= ∑ ， 

1
( 1,2, , )

n

ij j i
j

       a x b i m
=

= =∑  ， 

0 ( 1,2, , )jx j n=≥ ．  
设矩阵 ( )ij m na ×=A 的秩为 ，记 的列向量为 ，即 m A 1 2, , , np p p

⎧⎪
⎨ 
⎪⎩

约束条件

=A [ ]， 1 2   np p p
若从这 个列向量中选出 个线性无关的向量n m

1 2
, , ,

mB Bp p pB ，就称矩阵 

=B [ 1 2
   

mB B Bp p p ] 
为线性规划的一个基，称

1 2
, , ,

mB B Bx x x 为关于基 B 的基变量，其他 1 2( { , , , })j mx j B B B∉ 称

为关于基 B 的非基变量，记为
1 2
, , ,

n mD D Dx x x
−
． 

 
令 ，由约束方程组 

1 2
0

n mD D Dx x x
−

= = = =

1
( 1,2, , )

n

ij j i
j

a x b i m
=

= =∑   

可确定出惟一的一组解 1 2, , , nx x x ，称其为线性规划关于基 B 的一个基本解；如果基本解
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还满足约束 0 ( 1,2, , )jx j =≥  n ，则其为线性规划关于基 B 的一个基本可行解．  

下面以例 1 为例，进一步研究基本可行解与可行域的顶点之间的关系． 

例 2  讨论例 1 中线性规划问题的基本可行解． 

解  首先引入松弛变量 ，将线性规划问题化成如下的标准形式: 1y y， 2

1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1 2

 max 12 10
2 3 600

       2 400
   0, 0, 0, 0

   
       

s x x
x x y
x x y
x x y y

= +
+ + =
+ + =          

≥ ≥ ≥ ≥

，

，

，

，

 ⎧⎪
⎨
⎪⎩

约束条件

这时， 

=A [ ]=1 2 3 4     p p p p
2 3 1 0
2 1 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

由于 与 线性无关，所以矩阵 3p 4p

=B [ ]3 4p p
1 0
0 1

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

可以构成线性规划的一个基．此时，基变量是 ，非基变量是1y y， 2 1 2x x， ，令 ，

由约束方程组可解出
1 2 0x x= =

1 2600 400y y= =， 所以 

1 20 0x x= =， ， 1 2600 400y y= =，  

是这一线性规划问题的一个基本可行解，它对应于图 6-1 中的坐标原点O ．如果选取 

=B [ ]2 4 p p
3 0
1 1

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
， 

此时基变量是 2 2x y， ，非基变量是 1 1x y， ，令 1 1 0x y= = ，可求得线性规划的另一个基本可

行解为 
1 20 200x x= =， ， 1 20 200y y= =， ， 

它对应于图 6-1 中可行域上的顶点C ． 
类似地，若依次选取 =B [ ]和1 2p p =B [ ]，则相应得到对应于图 6-1 中可行域上

的顶点

1 3p p
B 和 的基本可行解 ，A 1 2150 100x x= =， 1 20 0y y= =， 和 1 2200 0x x= =， ，

． 1 2200 0y y= =，

但是，若令 =B [ ]或1 4p p =B [ ]，相应地可求得 2 3 p p

1 2300 0x x= =， ， 1 20 2y y 00= = −，  
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及 

1 20 40x x= =， 1 2600 0y y0， = − =， ． 

这只是基本解而不是基本可行解，它们对应图 6-1 中的点 D和 E ． 
由例 2 可见，线性规划的所有基本可行解恰好和可行域OABC 的 4 个顶点相对应．可

以证明，对于一个线性规划，如果其可行域是一个多面体，则其顶点是这个线性规划的基

本可行解． 

习题 6.3 

用图解法解下面的线性规划: 
（1） 1 2max 2s x x= − + ，                        （2） 1 2max 2 5s x x= + ， 

约束条件

1 2

1 2

1 2

2
2 6

, 0  
x x
x x
x x

 ⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

− −
 +   ≥

≤

≥

，

，

．
+

≤

≤

≤

≥

，

，

，

．

max 2

                       约束条件  

1

2

1 2

1 2

4      
3       
2 8

, 0   

 x
x
x x
x x

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

（3） 1 2s x x= +                           （4） 1 2max s x x= +  

1 2

1 2

2

1 2

2 6
3 2 12

2
0

x x
x x

x
x x

+  ⎧
⎪ +  ⎪
⎨
⎪
⎪⎩

≤ ，

≤ ，

≤ ，

， ≥ ．

      
 

 
+
− −                       约束条件

1 2

1 2

1 2

2 2
1

, 0  x x
x x
x x

 ⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 ≥

≥

≥

，

，

．

 
   约束条件

 



习题、复习题参考答案与提示 

习题 1.1 

1．（1） 2；（2）0；（3）− −1；（4）29． 

2．（1） ；（2）1 22x x= =， 3 1
6

x = − ． 

3．（1） 24；（2） ． − 14 23 32 41a a a a

习题 1.2 

1．（1） ；（2） ( )31− ( )(y x z x z y)− − − ；（3）5；（4） ；（5）11 22 nna a a 24− ；（6） ． 32( )a b c+ +

2．证明略． 

3． 1( 1)( 1)nn a a −+ − − ． 

习题 1.3 

1．（1） 2 1x y= =， ；（2）  1 2 35 9x x x= − = = −， ， 1．
2．（1） 且2k ≠ − 1k ≠ ；（2） 2k = − 或  1k = − ．

第 1 章复习题  

1（1）4， ；（2）2n ad bc− ，0；（3）上三角， ；（4）转置，m；（5）0；（6） ； 11 22 nna a a 0≠

（7）8；（8）0． 

2（1）D；（2）B；（3）C；（4）D． 

3．（1） 62；（2）120；（3）160． −

4．（1） ；（2）1 2 311 18 23x x x= − = − =， ， 2 0x y z 1= = =， ， ．

)

 

5．  2( 2)!n− − ．

6． 1 2 1 2 3 40 (x x a a a a= = − + + +， ． 
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习题 2.1 

1．（1）行矩阵；（2）列矩阵；（3）零矩阵；（4）对角矩阵；（5）下三角矩阵；（6）单位矩阵． 

2． 2 1x y= =， ． 

3．略 

习题 2.2 

1．（1） ；（2）
4 3 5
4 3 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦−

  2 3 3
0 1 5

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦ 

 
；（3）

7 6 5
2 1 14

−

− − −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

2． ． 
3 2 1
2 1 0
8 7 3

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

 

  
 

 

 

3．（1） ；（2）
4 1 8
3 1 4

⎡ ⎤
⎢
⎣ ⎦

⎥
2 2 6
2 2 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

；（3）
26 11
10 7−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

4．（1） ；（2）
0 1
1 1

⎡ ⎤
⎢− −⎣ ⎦

  
⎥

1 2
0 1

−

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
 ． 

5． ，264． 

2 1 4
3 0 5
1 1 2

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  

 
 
 

6． T T T T T T( ) ( )+ = + = +A A A A A A ． 

习题 2.3 

1．（1） ；（2）
7 4
9 5

−⎡ ⎤
⎢ −⎣ ⎦ 

 
⎥

4 3 1
5 3 1

6 4 1

− −

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ 

 ；（3）
1 2 2

1 2 1 2
9

2 2 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

． 

2．（1） ；（2） ． 
9 8

17 14
⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  20 15 13
51 37 30
35 26 22

−

− −

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 
 

 

3．（1） ；（2）1 2 30 3x x x= = − =， ， 5 1 2 3

17 9
2

4 4
x x x= = =， ， − ． 

4．提示：均可以用定义验证． 
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习题 2.4 

1． ； 

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0
0 1 0

c bd
c bd

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥+⎣ ⎦

2．（1）6，（2）

4 1 0 0 0
7 2 0 0 0
0 0 2 3 0
0 0 3 5 0

10 0 0 0
6

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  
  

   
  
   

． 

习题 2.5 

1．
1( , ) ( ( )) ( ( ))E i j E i E i j k
k

+ −， ， ． 

2．（1）

1 3 2
0 1
0 0

7
47

−⎡ ⎤
⎢ ⎥  ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ 0 0 0 0

−⎡ ⎤

⎣ ⎦

5 3
3 9

17

− −

；（2） ；（3）

1 1 2 0
0 1 1 4
0 0 1 1

⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

 
 

1 2 3 1 4⎡ ⎤
⎥⎢0 1 1

0 0 1
0 0 0 6

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 
  
  

  

⎥

； 

注：答案不惟一． 

3．（1） ；（2）

1 1 1
1 2 3
1 1 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 3 5
2 2 2

1 1 1
2 2 2

0 1 1

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

     
  

  

；（3）

0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 0
1 1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  
 

 ；（4）

1 0 0 0
2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  
  

 
  

． 

习题 2.6 

1．（1）2；（2）1；（3）2；（4）3． 

2．（1）3；（2）3；（3）4． 

3．提示：由 0≠A 及矩阵秩的定义即得． 
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第 2 章复习题  

1．（1）2，1，3；  （2）对角，单位；  （3）
1 2 3

3 2
5 1 0

⎡ ⎤
× ⎢ ⎥

⎣ ⎦
， ；  （4）n r m s= ×， ；  （5） ，E A ；

（6） ；  （7）6，0；  （8）40；  （9）对称，对角；  （10）等价，初等． T T T+B A C
2．（1）C；  （2）D；  （3）A；  （4）D；  （5）B；  （6）A． 

3． ． 
2 1 2
0 1 5

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦ 

4．（1） ；  （2）[14]；  （3）
4 3
1 8

−⎡ ⎤
⎢−⎣ ⎦

 
 ⎥

1 2 3
2 4 6
3 6 9

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

；  （4）
2 1
2 1
0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
；  （5） ； 

2 3
3 7
8 15

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

（6） ；  （7）
11 1 12 2 13 3

21 1 22 2 23 3

31 1 32 2 33 3

a x a x a x
a x a x a x
a x a x a x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

2 2 2
1 2 3 1 2 22 3 4 10 3x x x x x x+ + − + x ；  （8）

cos sin
sin cos

n n
n n
θ θ
θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 
． 

5． [ ]
1 1 2

8 13 17
 9 5 25 ,    5, 8 ,−

1 2 1
2 4 2     
3 6 3

−⎡ ⎤
⎢ ⎥

7 3 8
1 3 1

⎡ ⎤
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = − = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

， ，AB BA AC DB = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

，CD DC O  

6． ． 
a b
b a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

7．证明略． 

8．（1） ；（2）
1 3 2
1 5 3
1 6 4

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 
 

  

2 1 1
6 1 4

5 1 3

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 
 ；（3）

sin cos
cos sin

θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦ 

 

；（4）

22 6 26 17
17 5 20 13
1 0 2 1

4 1 5 3

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 
 

  
 

 

． 

9．（1） ；（2）
11 13

3 4
−

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦ 

2 2 8
1

4 2 2
6

4 5 8

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

；（3）
13

4
2

2 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

10．（1）3；  （2）3；  （3）2． 

11．（1）

2

2

2

2 1
0 2
0 0

λ λ
λ λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

；（2）
2 1 0
1 2 1
0 1 2

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

12．提示：  T T T T T T( ) ( )= =AA A A AA

13．提示： ． 1 1 1( )( )− − − =ABC C B A E

14．（1）      （2）1 2 33 2x x x= = = −， ， 1； 1 2 3
7 12
5 5

x x x= = = −， ， ． 
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∗15．（1） ；               （2） ，生产一件 所需要铜的数量． 

4 3
8 7

10 8
1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢
⎢
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥
⎥ 11 11 12 13 144 8 10t q q q q= + + + 1T

习题 3.1 
1．（1） ；  （2） ． T( 2,1,5)− T(4, 4, 2)− −

2．
7 1

( , 1, , 2)
2 2

− − − − ． 

3． T T1 3
(1,3,1, ) , (0,0,1, )

2 2
= =α β − ． 

4． ． 4, 7, 5x y z= = − =

习题 3.2 

1．（1）线性无关；     （2）线性相关；  （3）线性无关． 
2．（1） 1 2 42= − −e e eβ ；（2） 1 23 3 4= − − + 3β α α α ． 
3．提示：设 1 1 2 2 3 3 0k k k+ + =β β β ，由 1 2 3, ,α α α 线性无关，推导 1 2 3 0k k k= = = ． 

4．提示：用反证法． 

习题 3.3 

1．提示：可用向量组的秩来判断． 

（1）线性无关；  （2）线性相关；  （3）线性相关；  （4）线性无关． 

2．
6
5

t = − ． 

3．（1）3， 1 2 3， ，α α α 3；  （2）3， 1 2， ，α α α ；  （3）3， 1 2， ， 4α α α ． 

4．（1） 1 2， ， 3α α α ； 4 1 2 3
1 3 1
2 2 2

= − + −α α α α 3；     （2） 1 2， ，α α α ； 4 1 2 32 4= + −α α α α ． 

习题 3.4 

1．（1） ；  （2） ． T
1 (3,0, 4,1)= −ξ T T

1 2( 2, 3,1,0) (1,3,0,1)= − − =，ξ ξ
2．（1） ；（2） ；（3） ； T T

1 2(3,1,5,0) ( 3,0, 5,1)k k+ − − T T
1 2( 2,1,0,0,0) ( 1,0,0, 1,1)k k− + − − T( 2,7,1, 4)k − −

（4） T1 5( , ,1)
2 2

k − ． 

3．（1） 1λ ≠ ；  （2） ． T1 ( 1,0,1)kλ = −，



154                                     线性代数 

习题 3.5 

1．（1） ； T T
1 2( 2,0,1,0) ( 1,1,0,1) (2,1,0,0)k k− + − + T

T

T

（2） ； T T
1 2( 17,5,1,0) (31, 9,0,1) (18, 5,0,0)k k− + − + −

（3） ； T T
1 2( 2,1,0,0) ( 1,0,1,1) (2,0,1,0)k k− + − +

（4） ． T( 2,1,3, 1)− −
2． ； ． T T2 (1,1,1) (0,0, 2)kλ = − + −， T T1 (1,1,1) (1, 0, 0)kλ = +，

3．（1） 2λ ≠ − 且 1λ ≠ ； （2） 2λ = − ； （3） ． T T
1 21 ( 1,1,0) ( 1,0,1) (1,0,0)k kλ = − + − +， T

4．（1） 或0≠p 2≠q ； 
（2） ． T T T

1 2 30 2 (1, 2,1,0,0) (1, 2,0,1,0) (5, 6,0,0,1) (4,3,0,0,0)p q k k k= = − − + − + − +， ； T

第 3 章复习题  

1．（1）(0,−3, −2)； （2） ； （3）线性组合，相； （4）相； （5）相； （6） ；  (3, 4,0) >

（7）等价； （8）1； （9）< n； （10） n r− ； （11）等价； （12）＝． 

2．（1）×； （2）×； （3）√； （4）√； （5）×； （6）×； （7）√； （8）×；  

（9）√． 

3．（1）C； （2）C； （3）B； （4）C； （5）D． 

4． (7 ． , 4, 3,5)−

5． ( 1 ，线性相关． ,1, 4, 1)− − −

6．（1）线性相关； （2）线性无关． 
7．（1）2， 1， 2α α ；  （2）2， 1 2， ．α α  

8．能； 1 2= − + 2β α α 但不惟一，因为 1 2 3, ,α α α 线性相关． 

9．提示：设 1 1 2 2 3 3 4 4 0k k k k+ + + =β β β β ，由 1 2 3 4, , ,α α α α 线性无关，推导 1 2 3 4 0k k k k= = = = ． 

10．（1） ；  （2）T T
1 2( 2,5,1,0) (1, 3,0,1)k k− + − T T

1 2( 3,1,0,4) (3,0,1, 2)k k− + − ； 

（3） ； T T
1 2( 2,1,0,0) ( 1,0,1,1) (2,0,1,0)k k− + − + T

T
（4） ． T T

1 2(1,1,0,0) ( 1,0,2,1) ( 1,0,1,0)k k+ − + −

11．当 1λ ≠ − 时，方程组有解，有惟一解
T1 1( , ,0)

2 2
− − ； 

当 1λ = − 时，方程组有无穷多解，通解为
T T1 1 1 1( , ,1) ( , ,0)

2 2 2 2
k + − − ． 

12． T T1 32 ( , ,1) (1,0,0)
5 5

kλ = +， ；
T T1 3 1 31 ( , ,1) ( , , 0)

5 5 5 5
kλ = − + − −， ． 

13．（1） ；（2）5q ≠ 2p q 5≠ − =， ；（3） 2 5p q= − =， ； ． T T(7, 5,1) ( 20,13,0)k − + −
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习题 4.1 

1．（1） 1 23 4λ λ= =， ，其所对应的特征向量分别为 1 2

2 1
1 1

k k
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣

， 1 2k，

2

⎦
，k 为不等于零的任意实数； 

（2） 1 2 30λ λ λ= = =， ，其所对应的特征向量分别为 1 2

1 1

1 1

0 0

k k

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣

 
 

，

⎦

2

1− 1 2

2 0

k

， 为不等于零的任意 1k k，

实数； 

（3） ，其所对应的特征向量分别为 k k1 2 38λ λ λ= = =， 1 2 3

2 1 0

2

1

− + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
， 1

3

， k 为不等于零的 

任意实数， 为不同时为零的任意实数； 2k k，

（4） 1 2λ = − 所对应的特征向量为 ， 为不等于零的任意实数；1

1
1
1
1

k

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 
 

1k 2 3 4 2λ λ λ= = = 所对应的特 

征向量为 2 3 4

1 1
1 0
0 1
0 0

k k k

1
0
0
1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢+ + ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

4， 为不同时为零的任意实数． 2 3k k k， ，

2．（1）a=1（提示：因为 0 是 的特征值，故 不可逆，从而A A A = 0，解之便得 a=1．如果所给 

特征值不是零，可将其代入矩阵的特征方程，求出未知参数）； 

（2） 的另一特征值为A 232 == λλ ，其所对应的特征向量为 2 3

1 0

0 1

1 0

k k+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

， 为不同时为零的 32 kk ,

任意实数； 01 =λ 所对应的特征向量分别为 1

1

0

1

k

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， 为不等于零的任意实数． 1k

3．设 =Ax xλ ，则 ，因为 可逆，故1λ −=x A x A 0≠λ ，从而
1 1

λ
− =A x x ． 

习题 4.2 
1．（1）矩阵的特征值为 =1λ 1， =2λ 4， 23 −=λ ．因为矩阵的 3 个特征值互异，故矩阵可以对角化．记
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2 2 1/ 2
1 2 1
2 1 1

= −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  
 P ，则

1

1
4

2

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢
⎢ ⎥

⎥
−⎣ ⎦

P AP ．（注：答案不惟一） 

（2）由于 2=λ 是矩阵的二重特征值，但它只对应一个线性无关的特征向量，故该矩阵不能相似

对角化． 

（3）由于 1=λ 是矩阵的二重特征值，但它只对应一个线性无关的特征向量，故该矩阵不能相似

对角化． 
（4）矩阵的特征值为 =1λ 1，

32 λλ = =2．易求二重特征值
32 λλ = =2 对应 2 个线性无关的特征向量，

故矩阵可以相似对角化．记

1 1 1

2 1 0
2 0 1

−

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，则 1

1

2

2

− =
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P AP ．（注：答案不惟一）． 

2．提示： ． 1( )− =A AB A BA

3．提示：由 1− =P AP B，可得 T T 1 T( )− =P A P T T T 1 T( )− =P A P B ． 

习题 4.3 

1．（1）0；  （2）4；  （3） 6；  （4） ． − ∑
=

−
n

i
ia

1

2

2．（1）
T

0 1 1 3
, ,

11 11 11
= = −⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
α

α
α

；  （2）
T

0 2 1 2
, 0, ,

3 3 3
= = −⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
β

β
β

． 

11 2 3 2 3

1 1

2 2

1 1

2 2

0 0

0 0

1 01 1
3. 1 0 2 02 2

0 1
1 1
2 2

=
−

= = = =

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

﹙  ﹚   

  

 

 

 ﹙   ﹚   ，， ， ；   ，γγ γ γ γ γ = ．     

 
4．提示：可以用定义证明，也可以验证所给矩阵的列（行）向量组为标准正交向量组． 
5．提示： 1 1 2 2( , )s sk k k+ + +α β β β = 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )s sk k k+ + +α β α β α β =0． 
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习题 4.4 

11. 1

0 1 0
2

1 10 4
2 2 4

1 1
0

2 2

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ﹙   ﹚   

 
 ， ；Q Q AQ

 

1

1 10
2 2

1
1 12 20
2 2 5

0 1 0

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

﹙  ﹚   

 

， ；Q Q AQ
 

1

1 4 2
35 3 5

3
2 2 13 3

35 3 5 6
5 20

33 5

−

⎡ ⎤ −⎢ ⎥
⎢ ⎥ −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥− − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

 

﹙  ﹚   ， ；Q Q AQ

 

1

1 1 10
2 22

1 1 1 30
2 22 3

4
51 1 10 12 22

1 1 10
2 22

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

．，

 

 

Q Q AQ﹙  ﹚   

  

 

 

 

2．提示：

1

21 1
1 2 n

n

λ
λ

λ λ λ

λ

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

．，Q AQ Q AQ A =  

3．因为 1 2λ λ = A ，所以 2 2λ = − ． 
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第 4 章复习题  

1．（1） 1 22 4λ λ= − =， ，其所对应的特征向量分别为 1 2

1 1

5 1
k k

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣

， 1 2k，
⎦
，k 为不等于零的任意实数； 

（2） 3321 === λλλ ，其所对应的特征向量为 ， 不同时为零； 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

x
x
x

321 xxx ,,

（3） 1 2 33 0λ λ λ= = =， ，其所对应的特征向量分别为 1 2 3

1 1 1

1

0

1 0

1 1

k k k

− −

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

  

， 1k

3

2

， 为不等于零的任

意实数， 为不同时为零的任意实数； 2k k，

（4） 1 2 34λ λ λ= = =， − 1 0

2 1

k

−

+，其所对应的特征向量分别为 k k1 2 3

1 1 1

1

0

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
 

，

3

， 1k 为不等于零的任

意实数， 为不同时为零的任意实数． 2k k，

2．（1） T T1 1 1(1, 2, 1) ( 1,1,1) (1,0,1)
6 3 2

− −， ， T
； 

（2） T T1 1 1(1, 2, 2, 1) (2,3, 3, 2) (2, 1, 1, 2)
10 26 10

T− − − −， ， − ． 

3．（1） ；（2）

1 0 0

0 4 0
0 0 6

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3 0 0

0 3 0

0 0 12

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

． 

4． 0 1x y= =， ． 

5． λ =2 为矩阵的 3 重特征值，但其只对应一个线性无关的特征向量，故 不与对角矩阵相似． A

6．证明略． 

7．证明略． 

8．证明略． 
9．提示：由 可得2 =A x Ax 2λ λ=x x ，进而可得λ 等于 0 或 1． 
10．提示： 2 2 0λ= =A x x ，而 0≠x ，故 0λ = ． 

T

1 1 2 0 12
1 1 2 0 8111

42 1 1 0 2
41 1 0 2

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦− −⎣ ⎦

． ．，   

  
  
  Q Q AQ  



习题、复习题参考答案与提示                               159 

习题 5.1 

1．（1）
2 1 0
1 1 2
0 2 3

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  
  

  
；（2） ；（3）

1 1 4
1 3 2
4 2 0

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  
  

  

1
0 1

2
1

0 3 0
2
1 3 0 1
0 0 1 0

−

−

0⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

． 

2．（1） 2 2
1 2 12 2 2f x x x x= + − ；  （2） 2 2 2

1 2 3 1 3 22 3 4 10 3f x x x x x x x= + − + + ； 

（3） 1 2 1 3 2 34 2 6f x x x x x x= − + ； （4） 2 2
1 2 1 2 1 3 1 4 2 4 3 42 2 2 4 6 8f x x x x x x x x x x x x= + + − + + + ． 

习题 5.2 

1．（1） ． 2 2 2
1 2 3

1 0 1

4 0 1

0 0 1

f y y y
−

= + +
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 

 ； 0

1（2） 2 2 2
1 2 3

1 1 2
3 0 1

0 0 1
f y y y

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ；  

 
 
 

． 

（3） ；23
2
2

2
1 44 zzzf ++−=

11 1
2
11 1
2

0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 

． 

2．（1） 2 2 2
1 2 3

2 1
0

5 5
4 6 0 1 0

1 2
0

5 5

f y y y= + + =

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
  ，Q ； 

（2） 2 2 2
1 2 3

2 1
0

5 5

1 0 0

1 2
0

5 5

6f y y y

−

== + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，Q ． 
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习题 5.3 

1．（1）既不正定，也不负定；（2）正定；（3）负定；（4）既不正定，也不负定． 

2．（1）是；（2）不是；（3）不是． 

3．0 1． t< <

4． ． 2t >

第 5 章复习题  

1．（1） ；（2）

1 1 0 0
1 1 3 0
0 3 0 1
0 0 1 4

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
 

1 1 0 0
1 1 0 0

0 0 1 3
0 0 3 1

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  
 

；（3）

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

1 1 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

2．（1） 2 2 2
1 2 3 22 3 4 3f x x x x x= + + − ；     （2） 2 2 2

1 2 3 13 2 4 2f x x x x x= + + + ； 

（3） 2 2 2
1 2 4 1 4 22 2 34f x x x x x x x= + + + − ． 

3．因为
T

9 3 0
3 1 3
0 3 0

−

= − −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 

 
C AC ，所以 ． 3221

2
2

2
1 669 yyyyyyf −−+=

4．（1） 2 2
1 24 9 2

3f y y y= + − ，所用替换为

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2
1
2

y x x x

y x x

y x

 

= + −⎧
⎪⎪ = +⎨
⎪

=⎪⎩

 ，

，

．

或

1 1 2 3

2 2 3

3 3

5
2

1
2

x y y y

x y y

x y

 

 

⎧  = − +⎪
⎪
⎨ = −⎪
⎪ =⎩

 ，

，

．

 

（2） ，所用替换为  或2
3

2
2

2
1 2 yyyf ++=

1 1 2 3

2 2

3 3

2 2y x x x
y x
y x

 

= + −⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

，

，

．

1 1 2 3

2 2

3 3

2 2x y y y
x y
x y

 

= − +⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

，

，

．

 

（3） 2 2
1 2 3 2

3f y y y= + − ，所用替换为

1 1 2

2 2 3

3 3

2
y x x
y x x
y x

 

 

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

 ，

，

．

 或
1 1 2 3

2 2 3

3 3

2
2

x y y y
x y y
x y

 

= − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

 ，

，

．

 

5．（1） 2 2
1 24 2 2

3f y y y= + − ，所用正交替换为

1 1

2 2

3 3

1 2 2
1

2 1 2
3

2 2 1

x y

x y

x y

− −

=

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

    
 ⎦

； 
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（2） 2
33f y= ，所用正交替换为

1 1

2 2

3 3

1 1 1
2 6 3

1 1 11
3 6 32

2 1
0

6 3

x y

x y

x y

− −

= −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡⎢ ⎥ ⎤

⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

   

 

 

   
⎦

2
3

； 

（3） 2 2
1 22 2 7f y y y= + − ，所用正交替换为

1 1

2 2

3 3

2 2 1
35 3 5

1 4 2
35 3 5

5 20
33 5

x y

x y

x y

− −

= −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡⎢ ⎥ ⎤

⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   

  

 

  

  

 

  
⎦

)

． 

6．（1）正定；  （2）正定；  （3）不是正定二次型；  （4）不是正定二次型． 

7． ． 2t >

习题 6.1 

1．设第 i 个采矿场运往第 个选矿场的矿石量为 吨，则该问题的数学模型为 j ( 1, 2 1, 2, 3ijx i j= =；

232221131211 11104853min xxxxxxs +++++= ， 

约束条件

11 12 13

21 22 23

11 21

12 22

13 23

800
1000

500
600
700

0( 1, 2 1,2,3)ij

x x x
x x x
x x
x x
x x
x i j

+ + =⎧
⎪ + + =⎪
⎪ + =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + =
⎪

= =⎪⎩

 

≥

，

，

，

，

，

； ．

 

 
2．设第 个时间段开始上班的人数为 ，则该问题的数学模型为 i )6,,2,1( =ixi

6

1

min i
i

s x
=

= ∑ ， 
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约束条件

6 1

1 2

2 3

3 4

4 5

5 6

8
10
7
12
4
4

( 1, 2, ,6)i

x x
x x
x x
x x
x x
x x
x i

+⎧
⎪ +⎪
⎪ +
⎪

+⎨
⎪ +⎪
⎪ +
⎪ ∈ =⎩ N

≥

≥

≥

≥

≥

≥

，

，

，

，

，

，

．

 

3．列出截取方法表 

 

         截取方法

所截长度 
1     2     3     4     5     6 所需根数 

98 cm  

78 cm  
5     4     3     2     1     0 

0     1     2     3     5     6 

1000 

1500 

残料长度 10    30    50    70    12    32  
 
设用第 i 种截取方法截取 500cm 条材 根，则该问题的数学模型为 ( 1, 2, , 6)ix i =

654321 321270503010min xxxxxxs +++++= ， 

1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

5 4 3 2 1000

2 3 5 6 1500

( 1, 2, , 6)i

x x x x x

x x x x x

x i

+ + + +

+ + + +

∈ =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩ 
 

N

≥

≥约束条件

，

，

．

 

4．设每周用动物饲料 ，谷物饲料 ，则有 kg 1x kg 2x

1 2min 2 1.2s x x= + ， 

约束条件

1 2

1 2

1

2

0.5 10000 7

4 0

0

0 27000

x x

x x

x

x

+ = × ×

−

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

≥

≥

≤ ≤

，

，

，

．

 

5．设第 i 种作物在第 j 块土地上种植面积为 ( 1, 2, , 1, 2, , )ijx i m j n= =； 公顷，则该问题的数学模

型为 

1 1

max
m n

ij ij
i j

s c x
= =

= ∑∑ ， 
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约束条件

1

1

( 1,2, , )

( 1, 2, , )

0( 1, 2, , 1, 2, , )

n

ij i
j

m

ij j
i

ij

x a i m

x b j n

x i m j

=

=

⎧
= =⎪

⎪
⎪
⎨ = =⎪
⎪
⎪ = =⎩

∑

∑

≥

，

，

； ．n

 

习题 6.2 
（1） 1 1 2 2max 4 4s x x x x′ ′ ′′ ′= − − + ′′ ， 

约束条件

1 1 2 2 1

1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 2

2 2 5

3 3 12

, , , , , 0

x x x x y

x x x x y

x x x x y y

′ ′′ ′ ′′− + + − + =

′ ′′ ′ ′′− + − + =

′ ′′ ′ ′′

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩ 
 

≥

，

，

．

 

（2） 1 2 35 5max 3 2 3s x x x x′ ′= − − + − ′′， 

约束条件

1 2 3 3 1

1 2 3 3

1 2 3 3 2

1 2 3 3 1 2

5
7 6 9 9 12
7 19 5 5 11

, , , , , 0

x x x x y
x x x x
x x x x y
x x x x y y

′ ′′− − + − + =⎧
⎪ ′ ′′− − + =⎪
⎨ ′ ′′− + + − + =⎪
⎪ ′ ′′⎩

 
     
 ≥

，

，

，

．

 

习题 6.3 

（1）最优解为 1 2
2 8 max
3 3

x x s 14
3

= = =， ， ； 

（2）最优解为 1 22 3 maxx x s 19= = =， ， ； 

（3）最优解有无穷多个，为从点 (2 到点, 2) 3(3, )
2

的线段上的所有点，目标函数的最大值为 6； 

（4）最优解为 1 20 1 max 1x x s= = = ， ， ． 
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